
Skriptbasier tes Anima tionssystem
zur Rauchsimula tion

von

Frank Pagels

Diplomarbeit am
Fachbereich Informatik
der Universit•at Rostock

Betreuer: Prof. Dr.-Ing. habil Dietmar Jack�el

Gutachter: Prof. Dr.-Ing. habil Dietmar Jack�el
Prof. Dr.-Ing. habil Heidrun Schumann

Institut f•ur Computergraphik
Universit•at Rostock
13. Januar 2004





Wer nichts wei�, mussalles glauben.
Marie von Ebner-Eschenbach





Abstra ct

Die realit•atsnaheSimulation von Feuerund Rauch ist immer noch einegro�e Herausforde-
rung in der Computergraphik. Da essich hier um Problemeaus der Str•omungsmechanik
handelt, kann auf Methoden der CFD (computational 
uid dynamics) zur•uckgegri�en
werden. In dieserDiplomarbeit wurde das AnimationssystemDusty entwickelt, um da-
mit, unter Benutzung des StableFluids Algorithmus von Jos Stam, in Echtzeit Rauch
und Feuerzu simulieren. Durch ein 
exibles Skriptsystemk•onnenSzenenerstellt und ani-
miert werden.Esk•onnenzus•atzlich Hindernissein denSimulationsraumeingef•ugt werden,
welche den Str•omungsverlauf in realit•atsnaherWeisebein
ussen. Eine Beein
ussungder
Simulation durch externe Wind- und Temperaturfelder ist ebenfalls m•oglich. Die vorlie-
gendeArbeit gibt einen •Uberblick •uber die Grundlagender Str•omungsmechanik, erl•autert
ausf•uhrlich denbenutzten StableFluids Algorithmus und dasin dieserArbeit entwickelte
Animationssystem.

Realistic simulation of �re and smoke is still a challenging problem in computer gra-
phics. Becausetheseproblemsare a kind of 
uid-dynamics we can usemethods of CFD
(computational 
uid dynamics). In this diploma thesisthe animation systemDusty was
developed using the StableFluids Algorithm from Jos Stam. It allowesto simulate smoke
and �re in realtime. With a 
exible scripting systemone can build and animate scenes.
Containing obstaclescan be placedwithin the simulation universumto a�ect the 
uid in
a near realistic way. This paper extensivly explainsthe StableFluids Algorithm and gives
a short introduction to the 
uid-dynamics theory.

CR-Categories: I.3.5 [Computer Graphics] Computational Geometry and Object
Modeling|Ph ysically based modeling; I.3.7 [Computer Graphics] Three-Dimensional
Graphics and Realism|Animation

Keyw ords: computational 
uid dynamics,gaseousphenomena,navier-stokes,real-time
simulation, smoke, stable 
uids





Inhal tsverzeichnis

1 Einleitung 1
1.1 Fluide und Str•omungen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Geschichte der Fluidmechanik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Numerische Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2 Grundgleic hungen der Str•omungsmechanik 9
2.1 Das Kontinuum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 Erhaltung der Masse(Kontinuit•atsgleichung) . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3 Erhaltung desImpulses. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3 Numerisc he L•osung der Str•omungsgleic hungen 15
3.1 Diskretisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2 Finite Di�erenzen Methode (FDM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.2.1 Zeitdiskretisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2.2 Raumdiskretisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2.2.1 Praktische Anwendungauf die Navier-StokesGleichungen 19
3.2.2.2 Poisson-Gleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.2.3 Randbedingungen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2.3.1 Haftbedingung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.2.3.2 Rutschbedingung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.2.3.3 Ausstr•ombedingung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2.3.4 Einstr•ombedingung. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.3 Numerische Stabilit•at . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4 Stable Fluids Algorithm us 25
4.1 Grundgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.2 L•osender Gleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.3 Bewegungder Dichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.3.1 Di�usion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.3.2 Transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.3.3 Partikel-Verfolgung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.3.3.1 Euler Integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.3.3.2 Runge-Kutta Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34



4.4 BewegungdesVektorfelds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.4.1 Erhaltung der Masse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.4.2 Vorticit y Con�nement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.5 Ablauf der Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.6 L•osender Gleichungenmittels FFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

5 Dust y - Eine Skriptbasierte Rauc hsim ulation 41
5.1 Benutzte Komponenten und Bibliotheken . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

5.1.1 TEKlib . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.1.2 LUA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.1.3 FLTK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

5.2 Struktur von Dusty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.3 Navier-StokesSolver . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.3.1 Objekte und Quellen f•ur eineSzene. . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
5.3.2 Externe Kr•afte und Dichten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
5.3.3 Di�usion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
5.3.4 Transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
5.3.5 Erzeugender Divergenzfreiheit. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
5.3.6 Vorticit y Con�nement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5.4 Skriptinterpreter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
5.4.1 Aufbau einsSkriptes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
5.4.2 Implementation in Dusty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5.5 Gra�sche Ausgabe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.5.1 Volumenrendering. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.5.2 Partikel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.5.3 Stromlinien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5.6 Benutzungsschnittstelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

6 Zusammenfassung und Ausblic k 57
6.1 Ergebnisse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
6.2 Ausblick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

A Befehlssatz von Dust y 65
A.1 Globale Methoden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
A.2 Methoden f•ur Container . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
A.3 Methoden f•ur Objekte und Quellen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

A.3.1 Objektmethoden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
A.3.2 Quellenmethoden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

B L•osung schwach besetzter Gleic hungssysteme 73
B.1 Gau�-Seidel Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
B.2 SOR-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
B.3 Verfahrender konjugierten Gradienten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75



C Glossar 77

D Abbildungen 79

Literatur 85





Abbildungsverzeichnis

1.1 Laminare Str•omung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Turbulente Str•omung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 Claude Navier 1785-1836,GeorgStokes1819-1903. . . . . . . . . . . . . . 5
1.4 Typischer Ablauf in der numerischen Simulation (nach [16]) . . . . . . . . 7

2.1 Ein- und ausstr•omendeMassestr•ome . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.1 Zeitdiskretisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2 R•aumliche Diskretisierung (nach [23]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.3 Nummerierungder Unbekannten einer Poisson-Gleichung . . . . . . . . . . 21

4.1 Diskretisierungsgitter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.2 Schritte desAlgorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.3 Links vor und rechts die Situation nach der Di�usion . . . . . . . . . . . . 30
4.4 Austausch der Dichte bei der Di�usion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.5 Tansport der Partikel durch ein festes2D Vektorfeld (nach [29]) . . . . . . 32
4.6 Partikelverfolgung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.7 Interpolation der Dichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.8 Partikel-Verfolgung•uber die Zeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.9 Euler-Integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.10 Runge-Kutta-Verfahren. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.11 2D Rauchsimulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

5.1 Aufbau desSimulations-Systems. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.2 Unterteilung desUniversumsin 2D Gitter . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.3 Dusty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

6.1 Ein Teelicht mit simulierter Flamme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
6.2 Graph zur Tabelle 6.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
6.3 Zu grobesGitter beim Zeichnen einesLogos(60x60x5) . . . . . . . . . . . 61
6.4 Simulation von Rauch mit Raytracing und Photonmapping (aus [7]) . . . . 62

D.1 Feuersimulation (30x30x10) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
D.2 Visualisierungdurch Partikeln (30x15x10) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

11



D.3 Beispiel f•ur 2D-Rauch (70x50x3). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
D.4 Animation einer Quelle (24x30x10) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
D.5 VerdampfendesICG Logos(120x120x3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
D.6 Feuermit Alphakanal (30x30x10) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
D.7 Rauchverteilung in einer komplexenSzene(35x35x35) . . . . . . . . . . . . 82
D.8 Visualisierungdurch Str•omungslinien (25x25x25) . . . . . . . . . . . . . . 83



Kapitel 1
Einleitung

Simulation und Animation sind engverbunden.Mit einer Visualisierungdurch eineAni-
mation kann z.B. dasErgebniseiner Simulation besserveranschaulicht werdenals durch
den blo�en Anblick der Zahlen, die eineSimulation erzeugt.
Die Grundlageeiner Computersimulation ist dasmathematische Modell einesrealenSys-
tems,dasausVariablen, Gleichungenund logischen Regelnbesteht. Am Systemselbstzu
experimentieren ist oft nicht m•oglich oder zumindestsehrteuer.Sospart etwa der virtuelle
Crash im Rechner Kosten in der Herstellungund f•ur dasTestmaterial. Statt Prototypen
von teuren Dummys kaputt fahren zu lassen,schaut man sich das Unfallgeschehen am
Bildschirm an. Ein weiteresbekanntes Beispiel, in dem Animation und Simulation eng
zusammenarbeiten, ist die Wettervorhersage.Das Wettergeschehenwird in aufw•andigen
Berechnungenmit Supercomputernbestimmt. Eine simpleAnimation der Wetterverh•alt-
nissekann dann die Ergebnisseveranschaulichen.
Die erw•ahnten Simulationsbeispieleerfordern viel Rechenkraft, um genaue,sinnvolle Er-
gebnissezu erhalten. In der Computergraphik, insbesonderebei Spielen,ben•otigt man
nicht immer h•ochste Genauigkeit. Es soll am Ende einfach nur gut und plausibel aus-
sehen.Schon bei den g•angigenBeleuchtungsmodellen, wie das Modell von Phong, wird
verallgemeinert.Diesesind dann nicht mehr physikalisch korrekt, liefern aber ausreichen-
de Ergebnissebei guter Geschwindigkeit.

In dieser Diplomarbeit soll das Verhalten von Rauch simuliert und dargestellt werden.
Bei der Simulation von Rauch handelt es sich um eine Str•omungssimulation. Exakte
Str•omungssimulation ist sehraufw•andig und kann seltenin Echtzeit erfolgen.In dieserAr-
beit wird ein Verfahrenbenutzt, dassdie Simulation von Str•omungenetwas vereinfacht,
um noch eine Echtzeitdarstellung zu erm•oglichen. Daraus lassensich dann zwar keine
physikalisch exaktenErgebnissegewinnen,aber der erzeugteRauch hat ein relativ reales
Verhalten und kann f•ur Spieleoder Animationen benutzt werden.Darausist, im Rahmen
der vorliegendenDiplomarbeit, ein Animationssystemzum realit•atsnahenSimulieren von
Rauch und Gasentstanden. Mit demSystemk•onnenSzenenausK•orpern erstellt und das
Verhalten von Rauch in der Szenebeobachtet werden.Mit einemSkriptsystem kann eine
Szeneerstellt und animiert werden.

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.1 Fluide und Str•omungen
In der vorliegendenArbeit wird zur Animation von Rauch eine Str•omungssimulation
verwendet. Bei Rauch oder Gas handelt es sich um so genannte Fluids, die sich durch
Str•omungenim Raum verteilen. Es musszum weiterenVerst•andniszun•achst gekl•art wer-
den, um was essich bei Fluids genauhandelt.

Eine ersteBer•uhrung mit Str•omungenkann jederselbstz.B. am Wasserhahnmachen.H•alt
man den Finger in den Wasserstrahl,so versp•urt man eine Kraft ~F , die die Str•omung
auf den Finger aus•ubt. DieseKraft ist der Widerstand, den ein K•orper in einerStr•omung
erf•ahrt. DieserWiderstand ist abh•angig von der Geometriedesumstr•omten K•orpers,der
Ober
•achenbescha�enheit und dem str•omendenMedium. Der Widerstand wird einenun-
terschiedlichen Wert f•ur einen Gasstrahl bzw. f•ur den bisher betrachteten Wasserstrahl
haben. Um Gaseund Fl•ussigkeiten nicht st•andig unterscheidenzu m•ussen,wird der Sam-
melbegri� desFluids eingef•uhrt.

Fluids Fluids sindSubstanzen,die in RuhelagenScherkr•aften nicht widerstehenk•onnen.

Dabei mussweiterhin nach kompressiblenund inkompressiblenFluids unterschiedenwer-
den. Gasez•ahlen zu den kompressiblenFluids w•ahrendFl•ussigkeiten, wie Wasser,zu den
inkompressiblenFluids geh•oren. Das str•omendeFluid wird als Kon tin uum betrachtet.
Diesbedeutet,dassdie molekulareStruktur desstr•omendenMediumsvernachl•assigtwird,
da die mittlere freie Wegl•angeder Molek•ule klein gegendie charakteristische makrosko-
pische AbmessungdesStr•omungsfeldesist. Fluids begegnenuns •uberall. Dasbekannteste
Fluid ist einfach Wasser.Aber auch die Luft, die uns umgibt, ist ein Fluid.

Als Beispiel f•ur ein bekanntes Fluid soll der Ka�ee in einer Tassedienen.Wenn man den
Ka�ee umr•uhrt, reicht eine einmaligeUmdrehung des L•o�els, um den gesamten Ka�ee
f•ur eine gewisseZeit in Bewegung zu halten. Wie lange ein Fluid in Bewegung bleibt,
h•angt einerseitsvon den Wechselwirkungenzwischen den Fluidpartik eln untereinander,
sowie andererseitsvon den Kr•aften zwischen str•omendemFluid und ruhendem K•orper
bzw. zwischen bewegtemK•orper und ruhendemFluid ab. Ursache f•ur dieseKr•afte ist die
Z•ahigkeit bzw. Viskosit•at der Fluide. Durch sie werden Reibungskr•afte verursacht, die
daf•ur sorgen,dasssich bewegendeFluids auch ohneEinwirkung •au�erer Kr•afte zur Ruhe
kommen.Zum Beispiel kommt die umger•uhrte TasseKa�ee nach einiger Zeit durch die
Reibungskr•afte zur Ruhe.

Zur Erkl•arung dieserKr•afte, kann man sich ein Fluid als ausSchichten zusammengesetzt
vorstellen, die wie ein Stapel Spielkarten •ubereinanderliegen. Am Anfang werden diese
Schichten gleichm•a�ig bewegt. Wenndie Vorw•artsbewegungder unteren Schicht gestoppt
wird, verursacht die Tr•agheitskraft ein Weiterrutschen der dar•uber liegendenSchichten.
Die Reibung wirkt dieser Kraft entgegen. Es entsteht eine Situation wie in Abbildung
1.1. Durch die innerenReibung wirkt sich die Kraft, die durch dasAnhalten der unteren



1.1. FLUIDE UND STR •OMUNGEN 3

Abbildung 1.1: Laminare Str•omung

Abbildung 1.2: Turbulente Str•omung

Schicht ausge•ubt wird, auf die anderenSchichten aus.Dies wird als laminare1 Str•omung
bezeichnet. Dazu gibt esnoch die turbulenten Str•omungen (Abbildung 1.2). Hier ist die
Reibung so gering, dass sich die Teilchen der einzelnenSchichten vermischen k•onnen.
Dies ist z.B. bei Rauch der Fall. Die Turbulenz wird daher in dem, f•ur dieseDiplomarbeit
entwickelten, Animationssystember•ucksichtigt.

Honig z.B. ist dagegenein z•ahesFluid. Hier ist die Reibung so stark, dassdie einzelnen
Schichten fr•uher zum Stehenkommen als bei weniger viskosenFluids, wie z.B. Wasser
oder Luft. Es ist mehr Kraft n•otig um einen L•o�el durch den Honig zu bewegen als
durch Luft. Da bei Gasendie innere Reibung sehr gering ist, kann dieseh•au�g schon
bei der Modellierung vernachl•assigt werden. In diesemIdealfall werden Gaseals nicht-
viskoseFluids behandelt. Diesenicht-viskosenFluids wurden in der Fluidmechanik als
erstesbeschrieben. Im folgendenAbschritt erfolgt eine kurze •Ubersicht zur Geschichte
der Fluidmechanik.

1Von lat. lamina: Blech, d•unne Scheibe
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1.2 Geschichte der Fluidmec hanik
Wie in vielenwissenschaftlichen Bereichen, besteht die Geschichte der Fluidmechanik aus
einerPhaseder fr•uhenEntdeckungen,einerZwischen•ara der grundlegendenEntdeckungen
im 18. und 19. Jahrhundert bis zur heutigen praktischen Anwendung.Schon alte Zivili-
sationen hatten genug Wissen, um bestimmte Fluid- und Str•omungsproblemezu l•osen.
Schi�e mit Rudern und Bew•asserungssystemewaren schon in fr•uhen Zeiten bekannt.

Theoretische Vorreiter waren hier die Griechen. Archimedesund Hero von Alexandria
entwickelten die Regelvom Parallelogrammzur Addition von Vektoren im dritten Jahr-
hundert v.u.Z. Archimedes(285{212v.u.Z.) entdeckte dasGesetzvom Auftrieb und wen-
dete es f•ur schwimmende K•orper an. Die R•omer bauten dann im vierten Jahrhundert
aufw•andigeWasserleitungen(Aqu•adukte). Seit dem Beginn der Zeitrechnung erfolgte bis
zur Renaissanceeine st•andige Entwicklung dieserFluss-Systeme.Es erfolgte aber keine
Aufzeichnung deserlangtenWissens.Erst Leonardoda Vinci (1452{1519)entwickelte die
Gleichung zur Erhaltung der Masseim kontinuierlichen ein-dimensionalenFluss. Leonar-
do war ein ausgezeichneter Experimentator und seineAufzeichnungen enthalten genaue
Bescheibungenvon Wellen und Str•omungen. Der FranzoseEdme Mariotte (1620{1684)
baute denerstenWindtunnel und testetein ihm Modelle. Impulsproblemein Fluids konn-
ten analysiert werden, nachdem IsaacNewton (1642{1727)seineBewegungsgesetzeund
Gesetzevon ideal-viskosenFl•ussigkeiten vorstellte.

Die Theorieder Fluid Berechnung f•uhrte zuerstzur Annahmevon perfektenreibungsfreien
Fl•ussigkeiten. Im 18. Jahrhundert entwickelten die Mathematiker Daniel Bernoulli, Leon-
hard Euler, Jeand'Alembert, Joseph-LouisLagrangeund Pierre-SimonLaplaceL•osungen
f•ur Problememit solchen Fluids. Aber solche perfektenFl•ussigkeiten haben in der Praxis
wenig Anwendung.In Fluids spielt die Viskosit•at eineRolle, die in denGleichungennicht
ber•ucksichtigt wurden.

Am Ende des19. Jahrhunderts beganneine Vereinigungder experimentellen Hydraulik
und der theoretischenHydrodynamik. William Froude(1810{1879)konstruierte alsErster
Wassertanks,in denener verschiedeneSchi�sformen ausprobierte,um dasbesteVerh•altnis
von L•ange, Breite und Tiefe des Rumpfs zu �nden. Schlie�lic h wies er nach, dassder
Wasserwiderstandam geringstenist, wenn ein Schi� m•oglichst lang gebaut wird. Seine
Erkenntnisse fassteer in der Froude-Formel zusammen.Osborne Reynolds (1842{1912)
begr•undete mit Rohrst•omungsexperimenten 1883die Turbulenzforschung und zeigte die
Wichtigkeit der nach ihm benannten ReynoldsZahl.

Eine Theorie f•ur viskose Fl•ussigkeiten war zwar vorhanden aber noch unerforscht bis
Navier (1785{1836)und Stokes (1819{1903)den newtonschen Viskosit•ats-Term mit den
Bewegungsgleichungen verbinden konnten. Die darausentstandenenNavier-StokesGlei-
chungenwaren aber zu schwierig, um sie f•ur beliebigeFluids analytisch l•osenzu k•onnen.
1904gelangLudwig Prandtl (1875{1953)der Durchbruch, indem er zeigte, dassFluids
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Abbildung 1.3: Claude Navier 1785-1836,GeorgStokes1819-1903

mit geringerViskosit•at wie Wasseroder Rauch in d•unneSchichten zerlegtwerdenk•onnen.
Er entwickelte seine Grenzschichttheorie. Dabei wird die Reibung in der wandnahen
Schicht, der so genannten Grenzschicht, ber•ucksichtigt, in der das Fluid durch die Haf-
tung am Rand wesentlich langsamerals im Innerender Str•omung 
ie�t und somit dort die
Tr•agheitskr•afte kleiner sind. Bei der Beschreibungvon Str•omungenmit denNavier-Stokes
Gleichungenwird die Reibungsogarim gesamten Str•omungsgebietber•ucksichtigt, sodass
sich damit auch z•ahereFluids gut modellieren lassen.Analytisch sind dieseGleichungen
aber nur noch unter stark vereinfachten Bedingungenl•osbar.

1.3 Numerisc he Simulation
Um die Gesetzm•a�igk eiten der Natur zu erforschen, mussteman die Realit•at genaube-
schreiben. Dazu gab es zwei wesentliche Ans•atze. Zum ersten, gibt es den praktischen
Ansatz. Hier wird versucht, mit Experimenten und Beobachtungen, die physikalischen
Gesetzm•a�igk eiten zu ermitteln. Beim theoretischeAnsatz werdendie Gesetzm•a�igk eiten
der Natur mit Beziehungen zwischen mathematischen Gr•o�en beschrieben. Dazu wird
meistensdie Di�eren tial- und Integralrechnung verwendet.
Neben diesenbeidenAns•atzen ist ein dritter Ansatz die numerischeSimulation. Siever-
bindet die beidentraditionellen Wege.Die numerischeSimulation technisch-physikalischer
Abl•aufegewinnt in j •ungsterZeit immer mehr an Bedeutung.Solassensich mit ihrer Hilfe
etwa im Automobil- und Flugzeugbau,in der elektrotechnischen und chemischen Indu-
strie und sogarin der theoretischen Physik die Zahl teurer Experimente mit aufw•andigen
Versuchsaufbautenverringern.Dar•uber hinauserlaubt die numerische Simulation, auch in
solchen F•allen Aussagenzu tre�en, in denendiesauf Grund technischer Unzul•anglichkei-
ten sonstnicht m•oglich w•are oder sich ein praktischesExperiment von vornhereinverbie-
tet. Konkrete Anwendungsbeispieleder numerischen Simulation sind Str•omungsvorg•ange
wie die Umstr•omung eines Flugzeug
•ugels, der Luftwiderstand eines Autos, Verbren-
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nungsvorg•ange in W•armekraftwerken, Beschichtungsprozesse,Schmelzprozesseund Kri-
stallwachstum bei der Halbleiterfertigung, Wasser-und Schadsto�transporte in por•osen
Medien, Klimamodellierung sowie eine F•ulle von Anwendungenim Bereich desUmwelt-
schutzes.

Die Entwicklung der numerischen Str•omungsmechanik (computational 
uid dynamics,
CFD) ist eng mit der Entwicklung desComputers verbunden.Erste Versuche einer nu-
merischen L•osungvon partiellen Di�eren tialgleichungen mit Bezugzu einemstr•omungs-
mechanischen Problem gab esschon 1933[33]. Doch eine ernst zunehmendeAlternativ e
wurde sie erst mit der Entwicklung elektronischer Rechenmaschinen. Erste Arbeiten in
denvierzigerJahrendes20.Jahrhunderts warendurch die geringeRechenleistungder da-
maligenRechner sehreingeschr•ankt. Mitte der f•unfzigerJahrewurde ein erstese�zien tes
Verfahren (ADI) zur L•osung parabolischer und elliptischer Probleme von Peaceman &
Rachford [25] vorgestellt. Es beganneine st•urmische Entwicklung zahlreicher Verfahren
zur numerischen L•osung unterschiedlicher Str•omungsmodelle. Die Entwicklung numeri-
scher Verfahrenf•ur viskoseStr•omungenwurde stark von dem Marker-and-Cell Verfahren
(MA C) von Harlow [6] beein
usst. DieseVer•o�entlichung ist Vorlage f•ur das in dieser
Arbeit verwendeteVerfahren. Dabei handelt essich um ein einfachesFinite Di�erenzen
Verfahrenmit einerexpliziten ZeitdiskretisierungersterOrdnung. DieseMethode ist trotz
ihres Alters erstaunlich 
exib el und leistungsstark.Weiterhin ist sie leicht zu vermitteln.
Einen schematischen •Uberblick •uber die einzelnenTeilschritte einernumerischenSimulati-
on zeigt Abbildung 1.4. Die numerische L•osungder Str•omungsgleichungenwird in Kapitel
3 genauervorgestellt.
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Kapitel 2
Gr undgleichungen der

Str •omungsmechanik

In diesemKapitel werden die f•ur die Rauch- bzw. Str•omungssimulation wichtigen For-
meln, die Navier-StokesGleichungen,hergeleitet.Wasein Fluid ist, wurde im vorherigen
Kapitel erl•autert. Jetzt muss untersucht werden, wie man das Verhalten von Fluids be-
schreiben kann. Da die Behandlung der Str•omungssimulation sehr umfangreich ist, soll
das Thema nur so weit vertieft werden, wie es f•ur die Implentation einesAnimationssy-
stemszur Rauchsimulation notwendig ist.

Zur Berechnung der Str•omungen in einem Fluid m•ussendie drei Geschwindigkeitskom-
ponenten u; v; w des Vektors ~v, die Dichte � , der Druck p und die Temperatur T der
Str•omung in Abh•angigkeit von den drei kartesischen Koordinaten x; y; z ermittelt wer-
den.
F•ur die weitere Betrachtung werden Fluids als Kontinuum betrachtet. Das hei�t dass
die molekulare Struktur nicht beachtet wird und keine Rolle spielt. Diese Annahme
wird h•au�g bei der Beschreibung von W•arme- oder Massetransporten gemacht. Um den
Vorteil diesesVorgehenszu erkennen,mu� man sich die m•ogliche alternative Beschrei-
bungsm•oglichkeit ansehen.Diesesoll als n•achsteskurz aufgezeigtwerden.

2.1 Das Kon tin uum
Fluids bestehenaus Molek•ulen. Wenn man die Startposition und die Geschwindigkeit
jedesMolek•uls kennt, k•onnte man sp•atere Positionen und Geschwindigkeit mit den Be-
wegungsgesetzenvon Newton (z.B. ~F = ma) berechnen. Die Schwierigkeit bei dieser
Methode besteht darin, dassdie Anzahl der Molek•ule, in einemzu betrachtendem Fluid,
einegenaueBerechnung unm•oglicht macht. Zum Beispiel:

1 cm3 Wasser! 3:3 � 1022 Molek•ule ! 10 Millionen Jahre

Dasbedeutet,dassein Computer mit einerRechenleistungvon 10 MFLOPS f•ur alle Mul-
tiplik ationen 10 Millionen Jahreben•otigen w•urde. Molek•ule in einemFluid kollidieren im

9
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Durchschnitt alle 10� 12 Sekunden.Um nun eineSekunderealenVerhaltenszu simulieren,
w•urde man 1012 � 10 Millionen Jahre ben•otigen. Dies ist nat•urlich eineabsurd langeRe-
chenzeit.

Auf dieseWeisekann dasVerhaltender Molek•ule alsonicht bestimmt werden.Eine Alter-
native ist die Kon tin uum Hyp othese. Um das makroskopische Verhalten einesMate-
rials vorher zusagen,ist esnicht notwendig diesesauf molekularerEbenezu beschreiben.
Man muss also nicht jede einzelnePosition einesMolek•uls genau wissen.Es reicht die
Masseverteilung, die durch ein Dichtepro�l � (r) der Molek•ule in bestimmten Regionen(r )
beschrieben wird, zu kennen.

� (r ) = lim
V ! 0

(
1
V

X

i

mi

)

(1)

Hier ist mi die Massevon Molek•ul i . Die Massewird •uber alle Molek•ule innerhalb der
Ober
•ache A betrachtet. V ist das Volumen. In der Fluid-Mechanik setzenwir nun die
Kontinuum Hypothesevoraus.Grundlageist hier, dassdasLimit in Formel 1 konvergiert,
bevor dasVolumenMolek•ulgr•o�e erreicht hat. Man mussnicht die EnergiejedesMolek•uls
kennen,man braucht nur die Energie innerhalb einesEinheitsvolumen in Abh•angigkeit
der Position zu kennen.

Kon tin uum Hyp othese Eine Regionkann in (in�nitesimal) kleine Volumenelemente
zerlegt werdendie

1. klein genug sind,um alskonstant zugelten(die r•aumlichen •Anderungenvon �; T; v; p
kann vernachl•assigtwerden)

2. gro� genug sind, um genug Molek•ule im statischen Sinn zu enthalten

Wir nehmenalsoan, dassesein dV gibt, dasdie genannten Bedingungenerf•ullt. Materi-
alien, die dieseEigenschaft haben, verhalten sich wie ein Kon tin uum . Die Kontinuum
Hypothesefunktioniert gut, wenn die Ma�e desSystemsim Vergleich zur Molek•ulgr•o�e
gro� sind. Eine Ausnahme,bei der die Hypothesenicht funktioniert, ist die Knudsen-
Di�usion. Die Knudsen-Di�usion tritt in engenPoren auf, bei denen die mittlere freie
Wegl•angegr•o�er ist alsder Porenradius.Die Molek•ule sto�en h•au�ger mit der Porenwand
zusammenals mit anderenMolek•ulen. DiesesVerhalten wird in denweiterenBetrachtun-
genvernachl•assigt.

Zum Herleiten der Navier-StokesGleichungensetztenwir voraus,dassdasGashomogen
ist und dasses einem Kontinuum entspricht. Es gelten die Erhaltungss•atze f•ur Masse,
Impuls und Energie.Dabei wird dasbesprochenein�nitesimal kleine Volumenelement, in
Form einesQuaders(Abb. 2.1), betrachtet. Die linkeobereEckebe�ndet sich an beliebiger
Stellemit denKoordinaten (x; y; z) im Str•omungsfeld.Die Kanten sind jeweils parallel zu
den entsprechendenKoordinatenachsenausgerichtet. Das Volumenelement soll raumfest
sein,esdarf sich nicht mit der Str•omung bewegen.
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dx

dy

dz

Abbildung 2.1: Ein- und ausstr•omendeMassestr•ome

2.2 Erhaltung der Masse (Kon tin uit •atsgleic hung)
Der erste Teil der Navier-StokesGleichungen beinhaltet die Bedingung,dassdie Masse
erhalten bleiben soll. Als Gleichung ausgedr•uckt soll gelten:

Die Zeitliche •Anderung der Masseim Volumenelement=P
der einstr•omendenMasssestr•ome in dasVolumenelement-P
der ausstr•omendenMassestr•ome aus dem Volumenelement.

Abbildung 2.1 zeigt ein Volumenelement aus einem Kontinuum. Die Kantenl•angendes
Volumenelements sind dx; dy und dz. Durch die linke Ober
•ache des Volumenelements
mit der Fl•ache dy � dz tritt der Massestrom� � u � dy � dz ein. Die Gr•o�e � � u •andert ihren
Wert von der Stelle x zur Stelle x + dx in x-Richtung um (@(� � u)=@x) � dx, so dasssich
der durch die rechte Ober
•ache dy � dz desVolumenelements austretendeMassestrommit
dem Ausdruck �

� � u +
@(� � u)

@x
� dx

�
� dy � dz

angeben l•asst.F•ur die y- und z-Richtung gelten analogeGr•o�en auf den entsprechenden
Ober
•achen dx � dz und dx � dy

Die zeitliche •Anderung der Masse, innerhalb des betrachteten Volumenelements, ent-
spricht, nach der Erhaltung der Masse,der Di�erenz aus eintretenden und austretenden
Massestr•omen.Der Term

@(� � dx � dy � dz)
@t

=
@�
@t

� dx � dy � dz
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entspricht dem mathematischen Ausdruck f•ur die zeitliche •Anderung der Masseim Volu-
menelement. Gem•a� der vorigen •Uberlegunggilt

@�
@t

� dx � dy � dz =
�

� � u � (� � u +
@(� � u)

@x
� dx)

�
� dy � dz+

�
� � v � (� � v +

@(� � v)
@y

� dy)
�

� dx � dz+
�

� � w � (� � w +
@(� � w)

@z
� dz)

�
� dx � dy:

Damit erh•alt man die Kontinuit•atsgleichung:

@�
@t

+
@(� � u)

@x
+

@(� � v)
@y

+
@(� � w)

@z
= 0:

Da wir nur inkompressibleFluids betrachten, vereinfacht sich die Gleichung zu

@u
@x

+
@v
@y

+
@w
@z

= 0;

da derenDichte � unabh•angig von Ort und Zeit ist.
In Koordinaten freier Schreibweiseerh•alt man

r � ~v = 0:

r ist der Nabla-Operator. Die DivergenzdesVektorfeldesmussalsonull sein.Das hei�t,
esd•urfen keineQuellenoder Senken entstehen.Damit wurde eineBedingungder Navier-
StokesGleichungen,die Divergenzfreiheit,gefunden.

2.3 Erhaltung des Impulses
Der zweite Teil der Navier-StokesGleichungenbeschreibt die Erhaltung desImpulses.Es
gilt folgendeGleichung:

Die Zeitliche •Anderung desImpulsesim Volumenelement=P
der eintretendenImpulsstr•ome in dasVolumenelement-P
der ausstr•omendenImplusstr•ome aus dem Volumenelement+P
der auf das VolumenelementwirkendenScherkr•afte, Normalspannungen+P
der auf die MassedesVolumenelementswirkendeKr•afte.

Der Impuls einesK•orpersist dasProdukt seinerMassemit der Geschwindigkeit. Wennes
sich dabei um ein Fluid handelt, kann die Geschwindigkeit desFluids vom Ort abh•angen.
Es wird jetzt wieder das Volumenelement aus Abbildung 2.1 betrachtet. Wie bei der
Kontinuit•atsgleichung wird nun die zeitliche •Anderung des Impulseshergeleitet. Da der
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Impuls dasProdukt ausMasseund Geschwindigkeit ist, ergibt sich der Impuls innerhalb
desVolumenszu � � dx � dy � dz � ~v. Die zeitliche •Anderung beschreibt der Ausdruck

@(� � dx � dy � dz � ~v)
@t

=
@(� � ~v)

@t
� dx � dy � dz:

Im weiterenwird nun nur eineKomponente desImpulsvektors � � dx � dy� dz� ~v betrachtet,
und zwar die Komponente, die in x-Richtung zeigt. Die zeitliche •Anderung ist dann

@(� � dx � dy � dz � u)
@t

=
@(� � u)

@t
� dx � dy � dz:

Es mussjetzt gekl•art werden,wodurch sich der Impuls innhalb desbetrachteten Volumen-
elements •andert. •Ahnlich wie bei der Betrachtung der Massestr•ome tritt pro Zeiteinheit
durch die Ober
•ache desVolumenelements ein Impuls in das Volumen ein bzw. aus.Bei
der Herleitung der Kontinuit•atsgleichung wurde die Gr•o�e � (Massepro Volumen) ver-
wendet. Jetzt wird (� � u) (Impuls pro Volumen) verwendet. Damit k•onnenanalogzu der
Kontinuit•atsgleichung, die ein- und ausstr•omendenImpulsstr•ome angegeben werden.

Es wird in Abbildung 2.1 wieder die linke Ober
•ache in x-Richtung betrachtet. Es tritt
demnach durch die Ober
•ache dy � dz der Impulsstrom

(� � u) � u � dy � dz = � � u � u � dy � dz

ein. Die Gr•o�e � � u � u •andert ihren Wert in x-Richtung um

@(� � u � u)
@x

� dx

so dass sich der auf der rechten Ober
•ache dy � dz des Volumenelements austretende
Impulsstrom mit dem Ausdruck

�
� � u � u +

@(� � u � u)
@x

� dx
�

� dy � dz

beschreiben l•asst.

Der in der x-Richtung wirkendeImpuls � � u tritt auch •uber die verbleibendenOber
•achen
dx � dz und dx � dy ein bzw. aus.Dort str•omt er mit den Geschwindigkeitskomponenten v
bzw. w durch die Ober
•achen.
F•ur die y- und z-Richtung gelten analoge•Uberlegungen,sodasssich insgesamt auf jeder
Ober
•ache drei Impulsstr•omungenangeben lassen.

Die ein- und ausstr•omendenImpulsstr•omesind nicht die alleinigeUrsache f•ur die zeitliche
•Anderung des Impulses innerhalb eines Volumenelements. Der Impuls wird zus•atzlich
durch die am Volumen angreifendenKr•afte ge•andert. Zu diesenKr•aften geh•oren
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� Ober
•achenkr•afte: Diesesind z.B. Druck und innere Reibung. Ihre Gr•o�en •andern
sich in x-, y- und z-Richtung.

� Volumenkr•afte: Das sind die Kr•afte, die auf die im Volumen be�ndlichen Massen
wirken. Zu ihnen geh•oren z.B. die Schwerkraft, Coriolis-Kraft sowie magnetische
Kr•afte. DieseexternenKr•afte sollenim Weiteren mit ~f bezeichnet werden.

Mit diesenVoraussetzungenund unter Beachtung der Kontinuit•atsgleichung erh•alt man
folgendeGleichungenf•ur ein inkompressiblesFluid

� �
�

@u
@t

+ u �
@u
@x

+ v �
@u
@y

+ w �
@u
@w

�
= f x �

@p
@x

+ �
�

@2u
@x2

+
@2u
@y2

+
@2u
@z2

�

� �
�

@v
@t

+ u �
@v
@x

+ v �
@v
@y

+ w �
@v
@w

�
= f y �

@p
@x

+ �
�

@2v
@x2

+
@2v
@y2

+
@2v
@z2

�

� �
�

@w
@t

+ u �
@w
@x

+ v �
@w
@y

+ w �
@w
@w

�
= f z �

@p
@x

+ �
�

@2w
@x2

+
@2w
@y2

+
@2w
@z2

�
:

� ist die Viskosit•at und ~f die externenKr•afte.
Die Koord. freie Schreibweiseergibt:

� �
�

@~v
@t

+ (~v � r )~v
�

= ~f � r p + � r 2~v:

r 2 ist die Abk•urzung f•ur r � r und entspricht dem Laplace-Operator der mit

r 2~v =
@2~v
@x2

+
@2~v
@y2

+
@2~v
@z2

de�niert ist.
DieseGleichung zusammenmit der Kontinuit•atsgleichung

r� ~v = 0

bilden die Navier-StokesGleichungen.Dieseergebenein Gleichungssystem,bestehendaus
vier skalaren, partiellen, nichtlinearen Di�eren tialgleichungen zweiter Ordnung, f•ur die
vier Unbekannte u,v,w und p, welchesf•ur vorgegebeneAnfangs- und Randbedingungen
gel•ost werdenmuss.Auf L•osungsmethoden wird im n•achsten Kapitel eingegangen.

Dieser kurze Einblick in die Str•omungslehresollte nur einen Eindruck •uber die notwen-
digenBetrachtungenin derStr•omungsmechanik liefern.Der implementierte und in Kapitel
4 beschriebeneAlgorithmuszur Fluid Simulation geht von inkompressiblenFluids aus.Die
kompressiblenFluids wurden deshalbhier nicht weiter betrachtet. Das n•achste Kapitel
zeigt,wie die hergeleitetenGleichungendiskretisiert und mit numerischenVerfahrengel•ost
werdenk•onnen.



Kapitel 3
Numerische L •osung der
Str •omungsgleichungen

DiesesKapitel beschreibt, wie die inkompressiblenNavier-StokesGleichungennumerisch
gel•ost werdenk•onnen.Eine analytische L•osungist in denmeistenF•allen nicht oder nur in
vereinfachten, idealisierten F•allen m•oglich. Mit numerischen L•osungsmethoden wird da-
her versucht, Str•omungsproblemeunter Einhaltung von Rand- und Anfangsbedingungen
m•oglichst genau n•aherungsweise zu l•osen,ohne dassman gravierende Vereinfachungen
oder Annahmentre�en muss.In der Regelk•onnendieseMethoden f•ur komplexeund be-
liebige Geometrienangewandt werden. Da Rechenleistungmittlerw eile relativ preiswert
ist, k•onnen immer •ofter aufw•andigenumerische Verfahreneingesetztwerden.Ein gro�er
Nachteil numerischer Verfahrenist allerdings,dassmit ihnen die Abh•angigkeit desErgeb-
nissesvon einer eingehendenGr•o�e nur mit aufeinanderfolgendenRechnungenbestimmt
werdenkann, wobei von Rechnung zu Rechnung die eingehendenGr•o�en passendvariiert
werdenm•ussen.

Betrachten wir die Navier-StokesGleichungen in der Koord. freien Schreibweise,wie sie
im Stable-Fluid Algorithmus verwendet werden.

r� ~v = 0 (1)

@~v
@t

= � (~v� r )~v �
1
�

r p + � r 2~v + ~f (2)

Gleichung 1 ist die in Kapitel 2 hergeleiteteKontinuit•atsgleichung und 2 die Impuls-
gleichung. Hier ist � die kinematische Viskosit•at des Fluids. � ist die Dichte und ~f die
externenKr•afte, die auf dasFluid einwirken. " � " stellt hier dasSkalarprodukt zwischen
zwei Vektorendar. r ist der Gradient, alsodie r•aumliche erstepartielle Ableitung, genau-
er @

@x ; @
@y ; @

@z . r 2 ist der Laplace-Operator und Abk•urzung f•ur r� r . Der Teil � (~v� r )~v in
Gleichung 2 ist der sogenannte advektive Term und sorgt daf•ur, dassdurch dasdoppelte
Auftreten von ~v, die Gleichung nicht-linear wird. Es m•ussenalso numerische Verfahren
zur L•osungbenutzt werden.

15



16 KAPITEL 3. NUMERISCHE L •OSUNG DER STR •OMUNGSGLEICHUNGEN

3.1 Diskretisierung
Um die Navier-StokesGleichungennumerisch l•osenzu k•onnen,m•ussendiesediskretisiert
werden. Die Diskretisierung ist der •Ubergang von einem kontinuierlichen Problem zu
einem, das nur in endlich vielen Punkten betrachtet wird. Hier gibt es im Wesentlichen
drei Verfahren:

� Finite Elemente Methode (FEM)

� Finite Volumen Methode (FVM)

� Finite Di�erenzen Methode (FDM)

Die FVM erf•ullt die diskretisierten Erhaltungss•atze •uber jedes Volumenelement im
Str•omungsfeldw•ahrendbei der FEM der numerischeFehlermit geeignetenAnsatzfunktio-
nenund der Formulierung einesVariationsproblemesin jedemVolumenelement minimiert
wird. Die FDM diskretisiert dasStr•omungsfeldin orthogonaleGitter und ersetztdie Dif-
ferentialquotienten der Grundgleichungendurch die entsprechendenDi�erenzenquotienen.

Die Methodeder Finiten Elemente wurde urspr•unglich in der Festk•orpermechanik zur Be-
rechnung von Strukturproblemen entwickelt. Ihre Anwendung bei Str•omungsproblemen
wurde in Zusammenhangmit der erforderlichenDiskretisierungdesIntegrationsfeldesmit
unstrukturierten Netzenbei komplexenKon�gurationen wie einemFlugzeugoder einem
Kraftfahrzeug attraktiv.

•Ahnlich wie bei der FDM wird auch bei der FVM das Integrationsgebietmit Hilfe ei-
nesnumerischen Netzesdiskretisiert. Im Unterschied zum FDM werdenhier jedoch nicht
die Di�eren tialquotienten in den Grundgleichungendurch Di�erenzenquotienten approxi-
miert. Bei der FVM wird die Erhaltungsgleichung •uber das jeweilige Volumenelement in
integralerForm erf•ullt. Die Grundgleichungenwerdenalsoin integralerForm diskretisiert.

F•ur die Implementation des Stable Fluids Algorithmus aus Kapitel 4 wurde das Finite
Di�erenzen Verfahrenbenutzt. Es l•asstsich leicht implementieren und liefert eineausrei-
chendeGenauigkeit. Im weiteren wird diesesVerfahrengenauervorgestellt.

3.2 Finite Di�erenzen Metho de (FDM)
Die FDM geht im erstenSchritt von einer Diskretisierung desIntegrationsbereichesaus.
In einemzweiten Schritt werdendie partiellen Di�eren tialgleichungenin diskretenGitter-
punkten in Di�erenzengleichungen •uberf•uhrt. Diesessetzt ein orthogonalesRechennetz
voraus.Die partiellen Ableitungen in denGleichungenwerdenalsodurch die Di�erenzen-
gleichungenersetzt.

3.2.1 Zeitdiskretisierung
Abbildung 3.1 zeigt einen Zeitstrahl, beginnendbei t = 0, der in diskrete Gitterpunkte
unterteilt worden ist, um an diesenPunkten den Funktionswert n•aherungsweisezu be-
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t

0 n�1 n n+1 t

D

Abbildung 3.1: Zeitdiskretisierung

stimmen. Die kontinuierliche Zeit t wird also in •aquidistante Zeitintervalle � t unterteilt,
an derenIntervallgrenzendie gesuchten Funktionswerte zu bestimmensind. Ein beliebiger
diskreter Zeitpunkt tn auf der Zeitachseist dann bestimmt durch:

tn = n � � t mit n = 0; 1; 2; 3; :::

n ist der Z•ahlindex f•ur die Zeit t. � t ist dasvorgegebeneZeitintervall und wird als Zeit-
schritt bezeichnet. tn ist dannder n-te diskreteZeitpunkt, an demder Funktionswert u(tn )
berechnet werden soll. Abk•urzend wird daf•ur u(tn) = un geschrieben. Die Bezeichnung
un steht f•ur den aktuellen Funktionswert zum Zeitpunkt tn . Die Terme un� 1; un� 2 usw.
stehenf•ur bekannte Funktionswerte aus fr•uheren,vergangenenZeitpunkten. Dagegenist
der Funktionswert un+1 unbekannt und mussf•ur den Zeitpunkt tn+1 bestimmt werden.

Nachdem der Integrationsbereich diskretisiert wurde, kann die Approximation der Dif-
ferentialquotienten durch Di�erenzenquotienten erfolgen. Die Approximation kann mit
einer Taylor-Entwicklung in der Zeit t f•ur einen Funktionswert u(t0 + � t) erfolgen.Es
gilt:

u(t0 + � t) = u(t0) + � t �
@u
@t

j t= t0 +
� t2

2!
�

@2u
@t2

j t= t0 + � � �

u(t0 + � t) = u(t0) + � t �
@u
@t

j t= t0 + O(� t2) (3)

Der Ausdruck O(� t2) besagt,wenn man die Taylor-Entwicklung nach dem dritten Sum-
manden abbricht, erh•alt man einen Fehler der Ordnung 2. L•ost man nun Gleichung 3
nach dem Di�eren tialquotienten auf, den man approximieren will, erh•alt man:

@u
@t

j t= t0 =
u(t0 + � t) � u(t0)

� t
� O(� t) (4)

Gleichung 4 kann man nun f•ur einenbeliebigenZeitpunkt tn aufschreiben und erh•alt die
Vorw•artsdi�er enz.

@u(tn )
@t

=
u(tn+1 ) � u(tn )

� t
� O(� t) =

@un

@t
=

un+1 � un

� t
� O(� t) (5)

Die Gleichung 5 wird Vorw•arts-Di�erenzenquotient genannt, da die Ableitung an der
Stelle t = tn mit einem Wert un+1 an einem zuk•unftigen Zeitpunkt tn+1 approximiert
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Abbildung 3.2: R•aumliche Diskretisierung (nach [23])

wird. Bei bekannter Ableitung an der Stelle t = tn kann man Gleichung 5 nach dem
unbekannten Wert un+1 au
•osen.

un+1 = un + � t �
@un

@t
(6)

Diesesentspricht dem so genannten Euler Verfahren.

3.2.2 Raumdiskretisierung
Eine DiskretisierungdesRaumeserfolgt wie bei der Zeitdiskretisierungdurch eineUnter-
teilung der kontinuierlichen Koordinaten in •aquidistante Gitterpunkte. Die Abst•andeder
Gitterpunkte, an denendie Funktionswerte gesucht sind, werden in r•aumlichen kartesi-
schen Koordinaten x, y und z mit � x, � y sowie � z bezeichnet. Die Z•ahlindizesentlang
der Koordinatenrichtungen werden mit i , j und k bezeichnet. Somit ergeben sich die
diskreten unabh•angigenOrtsvariablen zu

x i = i � � x mit i = 0; 1; 2; 3; � � �

yj = j � � y mit j = 0; 1; 2; 3; � � �

zk = k � � z mit k = 0; 1; 2; 3; � � � (7)

Abbildung 3.2 zeigt das Prinzip der Raumdiskretisierung.Die Gitterstelle i; j; k ist die
aktuell betrachtete Position im Raum. Ihre Nachbarn erh•alt man durch Addition oder
Subtraktion von 1 zu den Z•ahlindizes.Eine Herleitung der Di�erenzenquotienten erfolgt
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wiederdurch eineTaylor-Reihe.DenR•uckw•arts-Di�erenzenquotienten zur Approximation
der r•aumlichen Ableitung in x-Richtung erh•alt man durch eine Entwicklung von u(x0 �
� x; y0; z0).

u(x0 � � x; y0; z0) = u(x0; y0; z0) � � x �
@u
@x

jx= x0 + O(� x2)

Eine Vereinfachung der Gleichung liefert die R•uckw•artsdi�er enz

@ui;j;k

@x
=

ui;j;k � ui � 1;j;k

� x
� O(� x)

Neben den Vorw•arts- und R•uckw•arts-Di�erenzen gibt esnoch die zentralen Di�erenzen
zur Approximation der erstenAbleitung. DieseDi�erenzen werdendurch Subtraktion der
Taylor-Entwicklung f•ur u(x0 � � x; y0; z0) und u(x0 + � x; y0; z0) gebildet. Die Glieder mit
Ableitungen gradzahligerOrdnung heben sich gegenseitigauf. Man erh•alt also

u(x0 � � x; y0; z0) � u(x0 + � x; y0; z0) = 2 � � x �
@u
@x

jx= x0 +
(� x)3

3
�

@3u
@x3

jx= x0 + � � � (8)

Aus Gleichung 8 erh•alt man durch Umstellen und Vereinfachen die Zentrale Di�er enz

@ui;j;k

@x
=

ui +1 ;j;k � ui � 1;j;k

2 � � x
� O(� x)2 (9)

Hier ist der Fehler von zweiter Ordnung. Die zentralen Di�erenzen approximieren dem-
zufolgegenauerals die Vorw•arts- und R•uckw•artsdi�erenzen.

Es fehlennoch die Di�erenzenquotienten f•ur die zweite Ableitung. Dieseerh•alt man durch
die Addition der Taylor-Entwicklung f•ur u(x0 � � x; y0; z0) und u(x0 + � x; y0; z0). Jetzt
heben sich alle Ableitungen ungradzahligerOrdnung auf und man erh•alt denDi�erenzen-
quotienten der 2. Ableitung

@2ui;j;k

@x2
=

ui +1 ;j;k � 2 � ui;j;k + ui � 1;j;k

(� x)2
� O(� x)2 (10)

Es wurden nur die Gleichungen f•ur die x Komponente angeben. Die Gleichungen der
Ableitungen f•ur die Variablen y; z ergeben sich einfach durch Vertauschen desjeweiligen
Lau�ndex.

3.2.2.1 Praktisc he An wendung auf die Navier-Stokes Gleic hungen

Durch Anwendungder hergeleitetenDi�erenzenquotienten k•onnendie Navier-StokesGlei-
chungendiskretisiert werden.Im folgendenwird gezeigtwie die Di�erenzenquotienten bei
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der Implementierung desStableFluids Algorithmus aus Kapitel 4 benutzt wurden. Die
Divergenzr � u wird folgenderma�enbestimmt:

(r � u) i;j;k = (ui +1 ;j;k � ui � 1;j;k +

ui;j +1 ;k � ui;j � 1;k+

ui;j;k +1 � ui;j;k � 1)=2h

(11)

F•ur den diskreten Gradienten r p = (px ; py; pz) wird

(px ) i;j;k = (pi +1 ;j;k � pi;j;k )=h;

(py) i;j;k = (pi;j +1 ;k � pi;j;k )=h;

(pz) i;j;k = (pi;j;k +1 � pi;j;k )=h; (12)

genutzt. Der diskrete Laplace r 2 ergibt sich aus einer Kombination von Gradient- und
Divergenzoperator.

3.2.2.2 Poisson-Gleic hung

Bei Berechnungenin der Str•omungsmechanik, tri�t man h•au�g auf Gleichungender Form:

r 2~u = f

DieseArt von Gleichungen werden Poisson-Gleichung genannt. F•ur den 2D-Fall erh•alt
man folgendesAussehen:

r 2~u =
@2u(x; y)

@x2
+

@2u(x; y)
@y2

= f (x; y)

Die Diskretisierungerfolgt wiedermit Finiten Di�erenzen •uber ein Gitter und man erh•alt
f•ur den 2D-Fall

4Ui;j � Ui � 1;j � Ui +1 ;j � Ui;j � 1 � Ui;j +1 = bi;j

Hier ist U im Allgemeinenunbekannt. Um nun ein Gleichungssystemder Form:

A~u = ~b

zu erhalten, in dem~u und~bSpaltenvektoren sind, wird einelineareAnordnung der Unbe-
kannten Ui;j ben•otigt. Die erforderlicheAnordnung erh•alt man leicht mit einerDurchnum-
merierung der Gitterzellen wie in Abbildung 3.3 am Beispiel eines4 � 4 Gitters gezeigt
wird.
Mit dieserNummerierungerh•alt mal folgendesGleichungssystem:
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Abbildung 3.3: Nummerierungder Unbekannten einer Poisson-Gleichung
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Wie man sieht, wird dasGleichungssystemschon bei kleinenGittern sehrgro�. Ein L•osen
diesesSystemsz.B. mit einem Gau�-Algorithm us ist zu aufw•andig. Der Vorteil dieses
Systemist, dasses nur schwach besetzt ist, da vorrangig nur einige Diagonalenbesetzt
sind. Der Rest der Matrix ist mit Nullen belegt. Hier k•onnen numerische Verfahren f•ur
schwach besetzteSystemezur L•osungbenutzt werden.F•ur solche Systemewurden e�zi-
ente numerische Verfahren entwickelt. Eine ausf•uhrliche Vorstellung dieserAlgorithmen
�ndet man im Anhang B.

3.2.3 Randb edingungen

Beim L•osender Di�en tialgleichungen m•ussendie Bedingungenam Rand besondersbe-
handelt werden.Die Randzellenwerdenzus•atzlich zum Gitter hinzugef•ugt. In Abbildung
3.3 erkennt man, dassdie Randzellennicht mit nummeriert werdenund nicht direkt zur
Bildung desGleichungssystemsbeitragen.Bei der Berechnung mit den Di�erenzenquoti-
enten werdendieseZellenalsNachbarzellenmit einbezogenund m•ussendeshalbde�nierte
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Zust•andehaben. Hier mussman nun unterscheidenwas mit dem Fluid passiert,wenn es
einenRand erreicht. Es lassensich die folgendenRandbedingungenherleiten.

� Haftbedingung

� Rutschbedingung

� Ausstr•ombedingung

� Einstr•ombedinung

Die Haft- und Rutschbedingungenm•ussenan Objekten, die sich innerhalb desStr•omungs-
gebietesbe�nden, ebenfallsbetrachtet werden.

3.2.3.1 Haftb edingung

Das Fluid verl•a�t den Rand nicht, sondernhaftet an der Wand. Die Geschwindigkeiten
sollenalso am Rand Null sein. F•ur den 2D-Fall m•ussendie Werte am Rand also folgen-
derma�en gesetztwerden

u0;j = 0; ui max ;j = 0; j = 1; : : : ; j max ;

vi; 0 = 0; vi;j max = 0; i = 1; : : : ; imax

Weiterhin sind an densenkrechten W•andenkeinev-Werte und an denwaagerechten keine
u-Werte vorhanden.Diesewerdendurch Mittelung auf null gesetzt.

v0;j = � v1;j ; vi max +1 ;j = � vi max ;j ; j = 1; : : : ; j max ;

ui; 0 = � ui; 1; ui;j max +1 = � ui;j max i = 1; : : : ; imax

3.2.3.2 Rutsc hbedingung

Hier dringt ebenfallskein Fluid durch die Wand. Es existierenim Gegensatzzu der Haft-
bedingungkeine Reibungsverluste. Die Geschwindigkeiten senkrecht zu einer Wand sind
hier null. Es gelten alsodie gleichen Bedingungenwie bei der Haftbedingung.

u0;j = 0; ui max ;j = 0; j = 1; : : : ; j max ;

vi; 0 = 0; vi;j max = 0; i = 1; : : : ; imax

F•ur die nicht senkrecht zur Wand liegendenGeschwindigkeiten gilt

v0;j = v1;j ; vi max +1 ;j = vi max ;j ; j = 1; : : : ; j max ;

ui; 0 = ui; 1; ui;j max +1 = ui;j max i = 1; : : : ; imax
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3.2.3.3 Ausstr•ombedingung

Bei der Ausstr•ombedingung•andernsich die Geschwindigkeiten am Rand nicht. Die Rand-
zellenwerdenalsoauf die Werte der Nachbarzellengesetzt.

u0;j = u1;j ; ui max ;j = ui max � 1 ;j ; j = 1; : : : ; j max ;

v0;j = v1;j ; vi max +1 ;j = vi max ;j ; j = 1; : : : ; j max ;

ui; 0 = ui; 1; ui;j max +1 = ui;j max ; i = 1; : : : ; j max ;

vi; 0 = vi; 1; vi;j max = vi;j max � 1 ; i = 1; : : : ; j max ;

3.2.3.4 Einstr•ombedingung

Hier werden die Geschwindigkeiten explizit am Rand gesetzt. Es k•onnen also Quellen
gesetztwerden,die bestimmte Geschwindigkeiten vorgeben.

3.3 Numerisc he Stabilit •at
NumerischeL•osungsverfahrenf•ur partielle Di�eren tialgleichungensindprinzipiell von zwei
verschiedenenFehlerquellenbeein
usst:

� Rundungsfehler"R : Der Rundungsfehlerentsteht im Rechner selbst, da Gleitkom-
mazahlennur mit endlicher Genauigkeit abgespeichert werdenk•onnen.Zum Beispiel
wird der Bruch 1

3 bei einer Zahlendarstellungim Rechner nach einer endlichen An-
zahl von Zi�ern 3 nach dem Komma abgebrochen. Die Di�erenz dieserZahl zum
exaktenWert 1

3 ergibt den Rundungsfehler"R .

� Diskretisierungsfehler" D : Die Di�erenz zwischen der exakten analytischen L•osung
einer Di�eren tialgleichung und der rundungsfehlerfreiennumerischen L•osung der
zugeh•origenDi�erenzengleichung wird als Diskretisierungsfehlerbezeichnet. Er ent-
steht folglich nicht im Rechner, sonderndadurch, dassbei einerTaylor-Entwicklung
nach einer endlichen Anzahl von Summengliedernabgebrochen wird.

Ein numerisches Verfahren wird als stabil bezeichnet, wenn ein vorhandener Fehler "
bei der Berechnung der gesuchten Werte zum Zeitpunkt tn+1 aus einem Zeitpunkt tn

bekannten Werten nicht anw•achst. F•ur Stabilit•at mussfolglich folgendesgelten

"n+1

"n
6 1:

Wenn bei der Auswahl der Zeitschritt weite � t in Kombination mit der Raumschritt weite
h, bestimmte Bedingenverletzt werden,stellen sich numerische Instabilit•aten ein.
Diesesind die Courant-Friedrichs-Levy (CFL) Bedingungenwelche wichtige Stabilit•ats-
krierien in der numerischen Simulation darstellen. Sie begrenzendie Gr•o�e einesZeit-
schrittes � t w•ahrend der Simulation. Im konkreten Fall der Fluid Simulation bedeutet
das,dasskein Partikel desFluids in der Zeit � t mehr als eineGitterweite h zur•ucklegen
darf. Es mussalsogelten:juj� t < h.
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Kapitel 4
St able Fluids Algorithmus

Mit den Navier-StokesGleichungen und den gezeigtennumerischen L•osungsverfahren,
ist eine exakte Simulation des Verhaltens von Fluids m•oglich. Eine genaueBerechnung
ist aber aufw•andig und zeitintensiv. Programme, in denen Navier-StokesGleichungen
Verwendung�nden, werdenhaupts•achlich zur L•osungtechnisch-physikalischer Probleme
eingesetztund m•ussendeshalbexakt arbeiten. Diesesist auch einsichtig wenn man z.B.
die Berechnung desStr•omungswiderstandseinesFlugzeugesoder einer Br•ucke berechnen
will. Hier ist einepr•aziseRechnung gefordertund notwendig.Entsprechend hoch ist auch
der Rechenaufwand.

In der Computergra�k oder bei Spielendagegen,ist wichtig, dassdie Simulation •uberzeu-
gendwirkt und vor allem schnell ist. Die L•osungsverfahrend•urfen alsonicht so komplex
sein, dasssie nicht mehr auf einem Standard-PC oder einer Spielekonsoleschnell genug
ausgef•uhrt werden k•onnen, sollten aber trotzdem ein realistisches Verhalten zeigen.Es
sind also ma�geschneiderte Algorithmen erforderlich, um diesesZiel zu erreichen. Erste
Modelle in der Computergraphik legten mehr Wert auf das Visuelle als auf die physi-
kalische Korrektheit. Die erstenFluid Modelle bestandenaus Partikelsystemen.Mit der
Einf•uhrung von Zufalls-Turbulenzen[26] gelangeinedeutliche Verbesserungin der Simu-
lation desFluidsverhaltens.DieseTurbulenzensorgtenautomatisch f•ur rotierendeBewe-
gungendesFluids. Fluids, die mit solchenVerfahrensimuliert werden,habendenNachteil,
dasssie nicht auf externeKr•afte von z.B. Nutzern reagierenk•onnen.Dies ist jedoch mit
Modellen, die auf den Navier-StokesGleichungen basieren,m•oglich. Erste Implementie-
rungen beschr•ankten sich nur auf zwei Dimensionen[17]. Foster et al. [9] zeigten die
Verwendungder drei-dimensionalenNavier-StokesGleichungenin der Computergraphik.
E�ekte, wie Verwirbelung oder Um
ie�en von Objekten, die sonstschwer zu modellieren
waren, wurden damit automatisch m•oglich. Ihr Verfahrenbasierteauf den Arbeiten von
Harlow et al. [6] ausdemJahre1965.Da in der Arbeit ein explizitesL•osungsverfahrenbe-
nutzt wurde, d•urfen nur sehrkleine Zeitschritte verwendenwerden,damit dasVerfahren
stabil bleibt. Daraus ergibt sich, dassihr Verfahren relativ langsamist bzw. instabil bei
gr•o�eren Zeitschritten wird. Jos Stam pr•asentierte 1999in [27] ein stabilesund schnelles
L•osungverfahren.SeineMethode arbeitet implizit und verwendet dabei ein so genanntes
semi-Lagrange Verfahren.Dieseswird in der CFD relativ wenig genutzt, da eszu einem

25
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numerischen Energieverlust f•uhrt. Das hei�t, dassdas Fluid schneller in der Bewegung
ged•ampft wird als bei einem realen Fluid. Dies kann aber vernachl•assigt werden, wenn
das Fluid durch externe Kr•afte, z.B. einen Animator, "am Leben" gehalten wird. Der
Algorithmus von Stam ist auch bei gro�en Zeitschritten stabil und erlaubt damit eine
schnellereSimulation. Man kann die Simulation quasisoschnell machenwie man m•ochte,
ohne dasssie instabil wird. Man darf aber dann nicht erwarten, dasssie dann noch ex-
akt ist. Allerdings wird in der Computergraphik oft einigesals gut angesehen,was gut
und plausibel aussieht. Im Folgendenwird nun dieserAlgorithmus von Stam ausf•uhrlich
erl•autert. Er wurde f•ur die Rauchsimulation im AnimationssystemDusty ausKapitel 5
verwendet.

4.1 Grundgleic hungen
Ein Fluid, dessenDichte und Temperatur relativ konstant sind, wird durch ein Vektorfeld
~v und denDruck p beschrieben.DieseWerte k•onnensich im Raum •uber die Zeit ver•andern
und h•angenvom Rand oder den Hindernissenab. Mit gegebenenGeschwindigkeiten im
Vektorfeld und dem Druck zum Zeitpunkt t = 0, k•onnendie sp•ateren Zust•ande mit den
Navier-StokesGleichungen beschrieben werden. Diesewurden im Kapitel 2 hergeleitet.
Hier die Grundgleichungenf•ur inkompressibleFluids.

r� ~v = 0 (1)

@~v
@t

= � (~v� r )~v �
1
�

r p + � r 2~v + ~f (2)

Dies sind die Koordinaten freien Versionender Gleichungen und gelten sowohl f•ur den
zwei- als auch drei-dimensionalenFall. Eine Erkl•arung der Gleichungen �ndet sich in
Kapitel 2. Es k•onnen die inkompressiblenNavier-StokesGleichungen benutzt werden,
da kompressibleE�ekte bei Rauch mit einer Geschwindigkeit unterhalb desSchalls, ver-
nachl•assigtwerdenk•onnen.Diesesf•uhrt zu einer Vereinfachung der Berechnung. Bei der
Simulation von Explosionen[14, 35] m•ussenallerdingsdie kompressiblenE�ekte ber•uck-
sichtigt werden.

Zum Arbeiten mit diesen Gleichungen w•are es w•unschenswert nur eine Gleichung zu
haben. Das kann durch Kombination der Gleichungen erreicht werden. Hierbei hilft die
sogenannte Helmholtz-HodgeDekomposition. Diesebesagt,dasssich ein Vektorfeld ~w in
ein divergenzfreiesVektorfeld ~v und ein skalaresFeld in der Form

~w = ~v + r q (3)

zerlegenl•asst.Es gilt alsor � ~v = 0 und q ist ein skalaresFeld. Mit dieserTatsache kann
man sich einen Operator P de�nieren der jedesVektorfeld ~w zu einem divergenzfreien
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Feld, wie in Gleichung 1 gefordert, macht. Mit ~v = P ~w w•urde man das gefordertedi-
vergenzfreieVektorfeld erzielen.Den P Operator erh•alt man implizit, indem man beide
Seitender Gleichung 3 mit r multipliziert. Da r � ~v = 0 gilt, f•allt ~v aus der Gleichung
raus und esbleibt:

r� ~w = r 2q: (4)

Dies ist eineso genannte Poisson-Gleichung mit dem unbekannten Skalarfeld q und den
Neumann-Randbedingungen@q

@n = 0. r 2 ist der Laplace-Operator 4 der als

@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

de�niert ist. Poisson-Gleichungensind in der numerischenMathematik ein wohl bekanntes
Problem f•ur dasese�ektiv e L•osungsverfahrengibt. Die L•osungdieserGleichung, alsodas
skalare Feld q, wird genutzt, um die Divergenzfreiheitzu erreichen.

~v = P ~w = ~w � r q

Durch die AnwendungdesOperatorsauf beideSeitenvon Gleichung 2 erh•alt man schlie�-
lich nur eineGleichung f•ur die Geschwindigkeiten.

@~v
@t

= P
�

� (~v� r )~v + � r 2~v + ~f
�

(5)

Dabei wurde ausgenutzt, dassP~v = ~v und Pr p = 0 gilt.

Da ein reinesVektorfeld visuell f•ur eineRauchsimulation nicht ausreicht, m•ussenRauch-
partikel durch das Feld bewegt werden.Die Partikel werdendurch das Vektorfeld trans-
portiert. Im Falle von Rauch ist es aber aufw•andig jedesPartikel einzeln zu transpor-
tieren. Deshalb werden die Rauchpartikel durch die Dichte � des Rauchs ersetzt. Eine
stetige Funktion berechnet dann f•ur jeden gew•unschten Punkt im Raum den Wert f•ur
ein Rauchpartikel. Die Entwicklung desDichtefelds im Vektorfeld kann genauberechnet
werden. Dazu braucht man eine weitere Gleichung, die der Gleichung f•ur die Geschwin-
digkeiten sehr•ahnlich ist. Man erh•alt alsofolgendeGrundgleichungenauf denender Stam
Algorithmus basiert.

@~v
@t

= � (~v� r )~v + � r 2~v + ~f (6)

@�
@t

= � (~v� r )� + � r 2� + S (7)
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Abbildung 4.1: Diskretisierungsgitter

4.2 L•osen der Gleic hungen
Ein e�ektiv es L•osender Gleichungen 6 und 7 ist m•oglich, wenn man die Teile der Glei-
chungeneinzeln l•ost und dann addiert. Zum Herleiten desL•osungsverfahrens,gehenwir
zun•achst von einem festen vorgegebenen Geschwindigkeitsfeld aus und betrachten die
Bewegungder Dichte durch das Feld. Zum L•osender partiellen Di�eren tialgleichungen
musszun•achst der Raum in einemGitter diskretisiert werden.Die Vorgehensweisewurde
in Kapitel 3 beschrieben. Es werden jeweils zwei Gitter pro Vektorkomponente und der
Dichte benutzt. Diesewerden jeweils nach einemBerechnungschritt vertauscht.
Abbildung 4.1 zeigt solche eineDiskretisierung f•ur den zwei-dimensionalenFall. Die Ge-
schwindigkeiten und die Dichte werdenjeweils im Zentrum einerZellegespeichert. F•ur die
Randbedingungenwurde ein extra Rand verwendet, so dassdas Gitter um jeweils zwei
Zellen pro Achsegr•osserwird.

4.3 Bew egung der Dic hte
Wir gehennun von einem vorgegebenen festen Vektorfeld aus und betrachten die Ent-
wicklung der Dichte. Im weiteren wird sich alsoauf Gleichung 7 bezogen.Die Termeder
Gleichung m•ussenzum L•osennun einzelnbetrachtet werden.

@�
@t

= � (~v� r )� + � r 2� + S

Der eingerahmte Term sorgt daf•ur, dasssich die Dichte � mit dem Vektorfeld bewegt.
Der Rauch soll alsoder Richtung desFluids folgen.DiesenE�ekt kann man beobachten,
wenn man z.B. Zigarettenrauch durch Pusten bewegt.
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Abbildung 4.2: Schritte desAlgorithmus

@�
@t

= � (~v� r )� + � r 2� + S

Der zweite Term beschreibt die Di�usion der Dichte. Die Di�usion ist die r•aumlicheVertei-
lung, ohneEin
uss von Str•omung. Die Di�usion auf die eigentliche Str•omung angewandt,
sorgt f•ur denAusgleich der Str•omungsbewegungenund stellt die Viskosit•at da. Die St•arke
der Di�usion wird von � bestimmt.

@�
@t

= � (~v� r )� + � r 2� + S

S ist eine extern zum Systemzugef•ugte Dichte. Dies k•onnen verschiedeneDichtequellen
im Raum seinund von einemBenutzer interaktiv zugef•ugt werden.

Abbildung 4.2 zeigt den Ablauf der Berechnung. Man startet mit einemInitalgitter das
meistensleer seinwird. Die weiteren Schritte entsprechen den vorher erl•auterten Termen
der Gleichung 7. Der erste Schritt, das Hinzuf•ugen der Dichte ist einfach zu realisieren.
Dazu m•ussendie Dichtewerte der Quellennur mit dem Zeitschritt multipliziert und dann
zum Dichtegitter dazu addiert werden.

dn+1 = dn + � tS

4.3.1 Di�usion
Der n•achste Schritt, nachdem die externe Dichte hinzugef•ugt wurde, ist die Berechnung
der Di�usion. Abbildung 4.3 zeigt den E�ekt der Di�usion.

Dn
� t� ! Dn+1

Wir gehenwiedervon dem zwei-dimensionalenFall aus.Zwischen den benachbarten (ad-
jazenten) Zellen �ndet ein Austausch der Dichte statt. Abbildung 4.4 zeigt wie der Aus-
tausch erfolgt. Dichte verl•assteineZelleund esstr•omt ausder NachbarzelleDichte hinein.
DieseTatsachewurdeschon im Kapitel 2, bei der Herleitung der Navier-StokesGleichung,
erkannt.
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Abbildung 4.3: Links vor und rechts die Situation nach der Di�usion

i�1,j i,j i+1,j

i,j�1

i,j+1

h

Abbildung 4.4: Austausch der Dichte bei der Di�usion

Die Di�usion wird durch den zweiten Term der Gleichung 7, � r 2� , beschrieben. Betrach-
tet wird jetzt nur die linke und die mittlere Zelle. Die •Anderung zwischen den Zellen ist
die Di�erenz zwischen den ein
ie�enden und ausstr•omendenDichtewerten unter Ber•uck-
sichtung desZeitschritts, der Di�usionsrate Kappa und dem Quadrat der Zellgr•osseh.

� D = � � t(D i � 1;j � D i;j )=h2

Der Dichte
uss steigt also bei einem gro�en Zeitschritt, einer hohen Di�usionsrate oder
einer kleinen Zellengr•o�e. Werden alle Zellen zusammenbetrachtet, kommt man zu fol-
genderGleichung:

Dn+1 i;j = Dn i;j + � � t(Dn i � 1;j + Dn i +1 ;j + Dn i;j � 1 + Dn i;j +1 � 4Dn i;j )=h2

Dies entspricht der Diskretisierung des Laplace-Operators r 2 aus dem Di�usionsterm.
Eine Implementierung dieserGleichung w•are sehr einfach. Leider wird dieseImplemen-
tierung nicht stabil funktionieren. Das System wird instabil, wenn der Zeitschritt oder
die Di�usionsrate zu gro� sind oder die Zellengr•o�e zu klein wird. Bei zu gro�en Dif-
fusionsraten, fangen die Dichtewerte an zu oszillieren, bekommen negative Werte und
divergierenletztendlich. Dies f•uhrt dazu,dassdie Simulation sinnloswird. Die Simulation
wird instabil wenn

� t�=h 2 > 1=2
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gilt. DiesesVerhalten ist typisch f•ur instabile Methoden. Die L•osungf•ur ein stabilesVer-
fahren ist in einer impliziten Methode zu suchen.

Hierbei sucht man nach der Dichte, die vor der Di�usion aktuell ist. Daserreicht man mit
einemnegativen Zeitschritt.

Dn
� � t � � Dn+1

Es mussjetzt r•uckw•arts in der Zeit geguckt werden.Als Gleichung wird dasfolgenderma-
�en ausgedr•uckt.

(I � � � tr 2)Dn+1 = Dn

Hier ist I die Identit•atsmatrix. Diskretisiert erh•alt man folgeneGleichung.

Dn i;j = Dn+1 i;j � � t� (Dn+1 i � 1;j + Dn+1 i +1 ;j + Dn+1 i;j � 1 + Dn+1 i;j +1 � 4Dn+1 i;j )=h2:

Das Problem hierbei ist, dassdie rechte Seite, also Dn+1 , unbekannt ist. Da der Dich-
tewert jeder Gitterzelle eine Unbekannte ist, erh•alt man ein linearesGleichungssystem
aus, f•ur den zwei dimensionalenFall, M � N Unbekannten. Dieseslineare Gleichungssy-
stem muss gel•ost werden. Das Systemkann allerdings sehr gro� werden und h•angt von
der Gr•o�e desDiskretisierungsgittersab. Diesesstellt aber kein gro�es Problem dar, da
ein schwach besetztesSystemvorliegt. Es sind haupts•achlich die Diagonaleund Umge-
bung der Matrix besetzt. Der Rest der Matrix ist mit Nullen aufgef•ullt. Das Entstehen
desGleichungssystemswurde in Kapitel 3 genauererkl•art. Ein L•osendieserGleichungs-
systemedurch einen einfachen Gau�-Algorithm us, w•are hier unsinnig. Es w•urde zu viel
Zeit ben•otigen und unn•otig viele Multiplik ationen mit Null enthalten. F•ur diesespeziellen
Matrizen existierenschnelle numerische L•osungsverfahren. Hier seiendas SOR- und das
konjugierte Gradienten Verfahren (CG-Verfahren) erw•ahnt. Eine genaueErl•auterung zu
diesenVerfahren�ndet man im Anhang B

4.3.2 Transp ort
In diesemSchritt werdendie Dichtepartikel durch dasVektorfeld bewegt. Verantwortlich
hierf•ur ist der Term � (v � r )� . Abbildung 4.5 zeigt diesenVorgang.Man kann gut erken-
nenwie sich die Rauchpartikel entlang demVektorfeld ausbreiten.Wir gehendabei wieder
von einembekannten festenVektorfeld aus.Hier unterscheidet sich der Algorithmus von
Stam von der •ublicher Vorgehensweisein der Str•omungsmechanik. Foster et al. [9] ver-
wendetenzum L•osendesTermsFinite Di�erenzen waszu Instabilit•at f•uhren kann, wenn
die Gitterau
•osungnicht fein genug ist oder der Zeitschritt zu gro� gew•ahlt wurde.

Wie beim Di�usionsschritt betrachten wir wieder die Str•omungen zwischen den Zellen.
Hier gibt das Vektorfeld die Richtung vor in der sich die St•ome bewegen.Eine naive
Implementation f•uhrt wiederzu einemInstabilen Verfahren,wennder Zeitschritt, die Ge-
schwindigkeiten oder die Viskosit•at zu gro� werden.Man k•onnte sich mit einemstabilen
impliziten Verfahrenbehelfen.Diesesf•uhrt aber zu einernicht symmetrischen Matrix mit
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Abbildung 4.5: Tansport der Partikel durch ein festes2D Vektorfeld (nach [29])

(a) (b) (c)

Abbildung 4.6: Partikelverfolgung: (a) Vektorfeld, (b) Partikelverfolgung endet nicht in
Zellenmittelpunkt, (c) von einemZellenmittelpunkt r•uckw•arts in der Zeit gucken

unterschiedlichen Konstanten. Hierf•ur gibt eskeine geeignetenschnellen L•osungsverfah-
ren die nicht zur Instabilit•at f•uhren.

Die L•osungdesProblemsbesteht darin, dassdie Dichte als Partikel betrachtet wird und
einePartikelverfolgung durch das Feld erfolgt, um die neuePosition desPartikels zu er-
halten. Dazu wird die Mitte einerZelleals Partikel angenommenund mit dem Vektorfeld
bewegt. DiesesPartikel repr•asentiert die Rauchdichte in der Mitte der Zellen und ist da-
mit eineDiskretisierung der Dichte.

Zur Umsetzungwerdenwiederzwei Gitter verwendet.Ein Quellgitter und ein Zielgitter in
dem die neuenDichtewerte eingetragenwerden.Verfolgt man das Partikel nun vorw•arts
in der Zeit, wird es nicht unbedingt in einem Zellmittelpunkt enden (siehe Abbildung
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Abbildung 4.7: Interpolation der Dichte

Startpunkt

Abbildung 4.8: Partikel-Verfolgung •uber die Zeit

4.6(b)). F•ur die weiteren Berechnungen wird der Dichtewert in den Zellmittelpunkten
ben•otigt. Eine Bestimmung desDichtewertes in der Zellmitte ist jedoch auf dieseWeise
nicht m•oglich. Besserist es, die Partikel im Quellgitter zu �nden, die genau in einem
Zellmittelpunkt nach demTransport enden.Diesekann man �nden, indemman r•uckw•arts
in der Zeit geht. Man betrachtet ein Partikel im Zellmittelpunkt und verfolgt eszu dem
Punkt von wo es vor dem Zeitschritt hergekommen sein muss (Abbildung 4.6(c)). Der
Dichtewert diesesPartikels wird dann in der neuenPosition eingetragen.Der Ursprung
des Partikels wird sich nicht in einem Zellenmittelpunkt be�nden von dem man sofort
den Dichtewert •ubernehmenk•onnte. Es ist hier eineInterpolation durch die am n•achsten
liegendenNachbarzellenerforderlich.
Abbildung 4.7 verdeutlicht diesesVorgehen.Der gesuchte Wert kann durch lineare Inter-
polation gefundenwerden,da die vier umgebendenWerte bekannt sind. DieseVorgehens-
weisewird auch semi-Lagrange Verfahren genannt. DieseVerfahren haben den Vorteil,
dasssienicht von den CFL Bedingungenabh•angenund gro�e Schritt weiten erm•oglichen.
Die CFL Bedingungenbesagen,dasskein Partikel desFluids in der Zeit � t mehr als eine
Gitterweite h zur•ucklegendarf. Siehedazu dasGlossarauf Seite77.

4.3.3 Partik el-V erfolgung
Wie gezeigtwurde, ist die Partikel-Verfolgung eine wichtige Grundlage zur Berechnung
desTransports der Rauchpartikel durch dasVektorfeld.
Abbildung 4.8 zeigt ein Beispiel daf•ur wie sich ein Partikel •uber mehrere Zeitschritte
bewegenk•onnte. Das entspricht der Gleichung

dx = ~V dt

oder in Integralform

~x(t) =
Z

t

~V dt:
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x xt t+1

VDtt
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Abbildung 4.9: Euler-Integration

Kritisch ist hier die Wahl von dt. Wird der Zeitschritt zu gro� gew•ahlt, k•onnenkleinere
Details •ubersprungenwerden. Zum L•osen ist eine numerische Integration erforderlich.
Hierf•ur kommenim wesentlichen zwei Verfahrenin Frage.Diesesind:

� Euler Integration

� Kutta-Runge Verfahren

DiesebeidenVerfahrensollennun genauerbetrachtet werden.

4.3.3.1 Euler In tegration

Die Euler Integration ist dasmit Abstand einfachste Verfahren.DiesesVerfahrenist sehr
popul•ar, da man mit ihm schnell ersteErgebnisseerh•alt.

~xt+1 = ~xt + ~V � t

Die Position ergibt sich aus der alten Position plus eine um dem Zeitschritt verringerte
Geschwindigkeiten desVektorfelds ~V . In Abbildung 4.9 wird dieserVorganggezeigt.Dies
l•asstsich schnell und einfach berechnen.Da man in unsererPartikel-Verfolgungr•uckw•arts
in der Zeit geht, mussdie Gleichung wie folgt aussehen:

~xt+1 = ~xt � ~V � t:

Der numerische Fehler ist
O(� t2):

4.3.3.2 Runge-Kutta Verfahren

Ein besseresnumerischesVerhalten hat dassogenannte Runge-Kutta Verfahrender zwei-
ten Ordnung. Hier wird mittels desEuler Verfahrensein erster Schritt durchgef•uhrt, der
durch einenzweiten verfeinert wird.

~xt+1 = ~xt +
� t
2

( ~V t + ~V t+1 )

~V t+1 wird hier zun•achst mittels der Euler Methode berechnet.
Der numerische Fehler diesesVerfahrensist

O(� t3):
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Startpunkt

x xt t+1

Abbildung 4.10:Runge-Kutta-Verfahren

Mit demRunge-Kutta Verfahrenerreicht maneinegr•o�ere Genauigkeit. Eserlaubt gr•o�ere
Zeitschritte bei gleichem Fehler im Vergleich zum Euler Verfahren. Die Berechnung ist
allerdings aufw•andiger. Neben dem Verfahren zweiter Ordnung ist auch das Verfahren
vierter Ordnung sehrverbreitet. Zum Zwecke einerRauchsimulation gen•ugt dasVerfahren
zweiter Ordnung, da esguter Kompromisszwischen Qualit•at und Rechenzeit ist.

4.4 Bew egung des Vektorfelds
Bisher wurde von einemfestenVektorfeld ausgegangen,in dem sich Materie bzw. deren
Dichte bewegte. Das Vektorfeld selber ver•andert sich bei einem Ein
uss von externen
Kr•aften ebenfalls.Das soll nun untersucht werden.

@~v
@t

= � (~v� r )~v + � r 2~v + ~f (8)

@�
@t

= � (~v� r )� + � r 2� + S (9)

Wenn man nochmal die beiden Gleichungen f•ur das Vektorfeld (Gleichung 8) und die
Dichte (Gleichung 9) vergleicht, f•allt eine starke •Ahnlichkeit auf. Auch bei der oberen
Gleichung gibt eseinenDi�usionsterm � r 2v, mit der Viskosit•at � . Die Berechnung die-
sesTermswurdeschon f•ur die Dichte hergeleitet.F•ur die Geschwindigkeiten im Vektorfeld
erfolgt die Berechnung auf •ahnliche Art und Weise.Dabei mussjedoch der Term f•ur jede
Vektor-Komponente berechnet werden.Es m•ussenalsozwei Di�usionsgleichungenf•ur den
2D- und drei f•ur 3D-Fall gel•ost werden.Das Hinzuf•ugenexterner Kr•afte zu dem System
beschreibt der letzte Ausdruck in der Gleichung. Hier geht man ebenfalls wie bei dem
Hinzuf•ugenexterner Dichte vor.

Am Interessantesten ist nun der erste Term (~v� r )~v. Er hat gro�e •Ahnlichkeit mit dem
entsprechendenTerm f•ur die Dichte-Gleichung. Der Term ist durch dasdoppelte Auftre-
ten der Geschwindigkeiten ~v daf•ur verantwortlich, dassdie Gleichung nicht-linear wird.
In dem Fall f•ur die Dichte konnte man diesenAusdruck so interpretieren, dassdie Dichte
demVektorfeld folgt. Hier m•ussteman nun sagen,dassdasVektorfeld sich selbstfolgt und
bewegt. Dieseskann wirklich angenommenwerden.Das Vektorfeld bewegt sich quasisel-
ber weiter. Dashat den gro�en Vorteil, dassman die gleichen L•osungsverfahrenbenutzen
kann wie sie f•ur die Dichte hergeleitet wurden. Es wird das beschriebenesemi-Lagrange
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Verfahren benutzt. Bei der Berechnung werden wieder zwei Gitter ben•otigt. Man geht
zun•achst einen Zeitschritt r•uckw•arts in der Zeit und bestimmt, wie bei der Dichte, mit-
tels Interpolation im ersten Gitter den dortigen Vektor. Dieser Wert wird dann in die
aktuelle Position im zweiten Gitter eingetragen.Man ben•otigt f•ur jede Vektorkompo-
nente zwei Gitter. Die Bestimmung desneuenVektors mussdann f•ur jede Komponente
einzeln berechnet werden. Die Position ist jeweils die gleiche, nur die Interpolation zur
Bestimmung desVektors musskomponentenweiseerfolgen.

4.4.1 Erhaltung der Masse
In den Grundgleichungender Navier-StokesGleichungenist gefordert,dassdie Masseer-
halten bleibt, d.h. dassdasVektorfeld divergenzfreiist. Dasbesagtdie folgendeGleichung,
die Teil der Navier-StokesGleichung ist.

r� ~v = 0

Betrachten wir Abbildung 4.4 auf Seite 30 die den Dichteaustausch benachbarter Zellen
zeigt. Sie kann genausof•ur den Austausch der Vektorgeschwindigkeiten benutzt werden.
Wenn obigeGleichung gelten soll, mussalso f•ur den 2D-Fall

Ui +1 ;j � Ui � 1;j + Vi;j +1 � Vi;j � 1 = 0

erf•ullt sein.U und V sind die Komponenten eines2D-Vektors.DieseGleichung wird nach
der Durchf•uhrung der beschriebenenTeilschritte zum L•osender Navier-StokesGleichun-
gennicht erf•ullt sein.Das Vektorfeld musskorrigiert werden,damit die Gleichung erf•ullt
ist. Wie das geschehenkann, wurde schon in Abschnitt 4.1 hergeleitet.Dabei wurde die
Hodge-Dekompostion benutzt die besagtdasssich jedesVektorfeld in ein divergenzfreies
Feld und ein Gradientenfeld zerlegenl•asst.

~w = ~v + r q

Bei der Herleitung in Abschnitt 4.1 kam man schlie�lic h zu der Gleichung

r� ~w = r 2q (10)

womit sich dasdivergenzfreieVektorfeld bestimmenl•asst.

~v = ~w � r q (11)

Es muss also das skalare Feld q bestimmt werden, damit sein Gradient vom Vektorfeld
subtrahiert werdenkann, um Divergenzfreiheitzu erreichen. q kann man durch L•osender
Gleichung 10 erhalten. Diese ist eine so genannte Poisson-Gleichung und kann f•ur den
2D-Fall wie folgt diskretisiert werden:

(Ui +1 ;j � Ui � 1;j + Vi;j +1 � Vi;j � 1)=h = (Qi +1 ;j + Qi � 1;j + Qi;j +1 + Qi;j � 1 � 4Qi;j )=h2:

Q ist hier also unbekannt und kann durch Bildung einesGleichungssystems,wie beim
Di�usions Schritt, bestimmt werden.DasGleichungssystemist wiederumschwach besetzt
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Abbildung 4.11: 2D Rauchsimulation: links ohne und rechts mit Vorticity Con�ne-
ment(aus[21])

und kann mit deng•angigenMethodenwie SORoder daskonjugierteGradienten Verfahren
e�ektiv gel•ost werden.Erl•auterungendazu �nden sich in Anhang B. Nachdemdasskalare
Feld nun bestimmt wurde,kannseinGradient vom Vektorfeld,wie in Gleichung 11, einfach
subtrahiert werden,umdie geforderteDivergenzfreiheitzu erreichen.

4.4.2 Vorticit y Con�nemen t

Rauch erscheint realistisch, wenn dieser rotierende und turbulente Strukturen enth•alt.
Durch die numerische D•ampfungdesStableFluids Algorithmus werdendieseEigenschaf-
ten schnell unterdr•uckt. Eine L•osungum dieseTurbulenzenwiederzu erhalten, w•are eine
zuf•allige Verwirbelung desFluids. DiesesVorgehengarantiert aber nicht, dasdie Turbu-
lenzenauch an den Stellen wieder zugef•ugt werden wo sie verloren gegangensind. Das
kann zu einemunrealistischen Verhalten f•uhren.
Eine bessereMethode mit dem Namen Vorticity Con�nement wurde bereits 1994 von
Steinho� et al. [30] beschrieben. Die Grundidee dieserMethode ist, die durch die nume-
rische Dissipation verloren gegangeneEnergiedem Vektorfeld wieder zuzuf•uhren. Fedkin
et al. [7] verwendeten2001dieseMethode erstmalig in der Computergraphik.Als Beispiel
f•ur den 2D-Fall zeigt Abbildung 4.11 deutlich die Verbesserungeiner Rauchsimulation
durch dasVorticity Con�nement. Im linken Bild sind kaum Verwirbelungenzu erkennen,
w•ahrend sie rechts deutlich hervortreten.

Statt der Geschwindigkeiten im Vektorfeld wird nun die Verwirbelung betrachtet. Der
erste Schritt zur Berechnung, ist also die Bestimmung der Stellen an denenRotationen
auftreten. Die Gebietemit Verwirbelung werdenmit

~! = r � ~v
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bestimmt. Man erh•alt wiederein Vektorfeld. Im 2D-Fall stehendie Vektorensenkrecht auf
der Fluid-Ebene.Das Ergebniskann als Ma� genommenwerden, wie hoch die Rotation
an jeder Stelle im Fluid ist. DieseRotation wird allerdings numerisch beim Stable Fluid
Algorithmus ged•ampft. Um das zu verhindern, wird eine externe Kraft senkrecht zum
Gradientenfeld desWirb elfeldeshinzugef•ugt. Das normierte Gradientenfeld ist

N =
�
j� j

(� = rj ~! j)

Der Gradientenvektor jeder Gitterzelle zeigt auf den gr•o�ten Anstieg der St•arke der Wir-
belbildung. Senkrecht zu diesemGradienten mussnun eineexterneKraft, die proportional
zur Verwirbelung ist, hinzugef•ugt werden.

~fconf = "(N � ~! )

Der Faktor " bestimmt die St•arke mit der ~fconf wieder dem Systemzugef•ugt wird. Wie
Abbildung 4.11zeigt, ist Vorticity Con�nement einegute M•oglichkeit realistische Wirb el
zu erzeugen.

4.5 Ablauf der Simulation
Nachdem die einzelnenSchritte zum L•osen der Gleichungen entwickelt wurden, kann
daraus der n•otige Ablauf der Simulation angegeben werden. Als erstesmuss der Raum
in Zellen unterteilt werden. Dieseergeben die erw•ahnten Gitter zur Diskretisierung. Es
m•ussenje zwei Gitter f•ur jedeKomponente desVektorfeldesund desDichtefeldesbereit-
gestellt werden. Die Geschwindigkeiten des Vektorfelds und die Dichtewerte werden im
Zentrum jeder Zelle de�niert. In der Str•omungsmechanik werden oft versetzteGitter, so
genannte staggered Grids, benutzt. Hier be�nden sich die Geschwindigkeiten am Rand
der Zellen. Das garantiert ein besseresnumerischesVerhalten, ist aber umst•andlicher zu
benutzen und zeitaufw•andiger bei der Di�erenzenbildung. F•ur eine einfache Rauchsimu-
lation in der Computergraphik reicht es, die Geschwindigkeiten im Zentrum jeder Zelle
anzunehmen.F•ur eine hohe Qualit•at oder Verwendung desAlgorithmus zur Simulation
von Fl•ussigkeiten (sieheFoster et al. [8]), eignet sich dagegendasstaggered Grid besser.

Zu Beginn der Simulation sind die Gitter im Allgemeinen leer. Man k•onnte jedoch ein
Vektorfeld oder eineDichteverteilung vorgeben. Das Ergebniseiner Berechnung in jedem
Schritt wird im jeweils anderenGitter gespeichert. Die Gitter werden danach getauscht.
F•ur den 2D-Fall kann man folgendeSimulationschleife angeben.

while(simulation)
{

swap(v1,v0); swap(s1,s0);
vstep(u1,u0,visc,F,dt);
sstep(s1,s0,vS,aS,u1,sou rce, dt);

}



4.5. ABLA UF DER SIMULATION 39

v sind die Gitter f•ur das Vektorfeld und s die Gitter f•ur das Dichtefeld. Die Viskosit•at
wird mit visc angegeben und vS ist die Di�usion der Materie. F sind die externenKr•afte,
die dem Vektorfeld hinzugef•ugt werdenund source ist externesMaterial, welches in die
Simulationsumgebungeingef•ugt wird. Der Zeitschritt, der die Geschwindigkeit der Simu-
lation steuert, wird mit dt angegeben. Dieser Wert wird im Allgemeinen zwischen 0.1
und 1.0 liegen.Bei instabilen Verfahrenm•usstehier ein wesentlich kleinererWert benutzt
werden. Ein Wert der noch nicht erw•ahnt wurde ist aS. Er gibt die dissipation an, die
festlegt wie sich die Materie im Raum verteilt und weniger wird. Ohne den dissipations
Schritt w•urde sich ein Raum w•ahrend der Simulation st•andig mit Materie f•ullen. Der
Raum w•urde quasi "voll gequalmt" werden.Deshalbwird jedesElement ausdem Dichte-
feld nach denSimulationsschritten mit 1+ aS� dt dividiert. Dadurch verschwindet •alterer
Rauch langsamausdem Simulationsraum.
Die einzelnenSchritte f•ur den vstep() also f•ur dasVektorfeld sehenso aus:

vstep(u1, u0, visc, F, dt)
{

addforce(u0,F,dt);
diffuse(u1,u0,visc,dt);
transport(u0,u1,u1,dt);
project(u1,u0,dt);

}

Die project() Prozedur sorgt f•ur die, von den Navier-StokesGleichungen geforderte,
DivergenzfreiheitdesVektorfeldes.Da f•ur die Behandlungder Dichte und desVektorfeldes
die gleichen Verfahrenbenutzt worden sind, k•onnenf•ur den sstep() die selben Routinen
desvstep() verwendet werden.

sstep(s1, s0, k, a, u, source, dt)
{

addforce(s0,source,dt);
diffuse(s1,s0,k,dt);
transport(s0,s1,u,dt);
dissipate(s1,s0,a,dt);

}

Die Routine ist also sehr •ahnlich zum vstep(). Es wird hier keine Prozedur project()
ben•otigt. Daf•ur gibt esdie dissipate() Funktion die f•ur eine

"
Au
•osung\ desRauches

sorgt. Nachdem ein neuesDichtefeld berechnet wurde, kann diesesin geeigneterWei-
se ausgeben werden. Welche M•oglichkeiten es daf•ur gibt, wird in Kapitel 5 anhand der
Implementation erl•autert.
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4.6 L•osen der Gleic hungen mittels FFT
In seinerVer•o�enlichung [27] zeigt Stam einealternative L•osungsm•oglichkeit f•ur die Dif-
fusion und den Schritt zum Erreichen der Divergenzfreiheitbasierendauf einer Fourier
Transformation.Diesesfunktioniert aber nur, wennman einenperiodischenRand hat und
sich keineObjekte im Simulationsgebietbe�nden. Ausf•uhrlich beschreibt Stam in [28] das
Verfahrenund zeigt dort, dassein Navier-StokesSolver in 70 Zeilen C Code m•oglich ist.
Wenn dasVektorfeld periodisch ist, kann man esin den Fourier-Raum transformieren.

v(x; t) � ! bv(k; t)

Im Fourier-Raum ist der Gradientenoperator r •aquivalent zu einer Multiplik ation mit
ik, wobei i =

p
� 1 gilt. Das vereinfacht wesentlich den Di�usions-Schritt sowie den

Projektions-Schritt zum Erzeugender Divergenzfreiheit,da nun keineGleichungssysteme
mehr gel•ost werdenm•ussen.Die Berechnung der Schritte ergibt sich alsofolgenderma�en:

I � � � tr 2 � ! 1 + � � tk 2

Pw � ! bP bw(k) = bw(k) �
1
k2

(k � bw(k))k

Es gilt weiterhin k = jkj. Der Operator bP projiziert den Vektor bw(k) auf eine Ebene
die senkrecht zu der Wellennummer k ist. Die Fourier-Transformation einesdivergenz-
freien Vektorfeldesliegt senkrecht zu den Wellennummern. Die Komplexit•at der Fourier-
Transformation ist O(N logN ). Diesesist theoretisch aufw•andigeralseineL•osungmit den
schnellsten Verfahren zum L•osenschwachbesetzter Gleichungssysteme.Diese sind aber
umst•andlich und kompliziert zu implementieren. Eine Implementation mittels der FFT ist
entscheidendeinfacher. F•ur die Berechnung der Fourier-Transformation verwendet Stam
die FFTW Bibliothek [15]. Die FFTW ist eine popul•are C Biliothek f•ur eine schnelle
Fourier-Transformation. Es muss also abgewogenwerden, ob sich eine Berechnung mit-
tels FFT lohnt. F•ur den 2D-Fall kann es eine lohnendeAlternativ e sein. Nachteilig ist
hier, dassvon einem periodischem Rand ausgegangenwird. Fluid was z.B. den rechten
Rand verl•assterscheint am linken Rand wieder.Es ist weiterhin mit dieserMethode nicht
m•oglich Objekte im Fluid zu behandeln.Stam nutzte diesesVerfahrendeshalbvorrangig
zur Erzeugungvon Texturen.



Kapitel 5
Dusty - Eine Skriptbasier te

Rauchsimula tion

DiesesKapitel beschreibt den Aufbau und Implementation einesAnimationssystemszur
Rauchsimulation. Grundlageder Implementation ist der in Kapitel 4 beschriebenenStable
Fluids Algorithmusvon Stam [27]. Ziel desProjektesist einerealit•atsnaheSimulation von
Rauch in Echtzeit.
Das Ergebnis der Implementierung ist das SimulationssystemDusty . Die wesentlichen
Merkmale von Dusty sind:

� realit•atsnaheEchtzeit Simulation von Rauch und Gasen

� 
exibles Skriptsystem

� Benutzer Interaktion w•ahrend der Laufzeit

� Alphakanal Unterst•utzung zur Montage in Filmsequenzen

� einfach zu Bedienen

� auf drei Betriebssystemenverf•ugbar (Linux, Windows, MacOS)

Auf die Implementierung soll in diesemKapitel n•aher eingegangenwerden.Vor den wei-
teren Erl•auterungen,werdenkurz die verwendetenexternenBibliotheken vorgestellt, die
die Entwicklung von Dusty in dieserForm m•oglich gemacht haben.

5.1 Benutzte Komp onenten und Bibliothek en
F•ur Dusty wurden verschiedeneexterneKomponenten verwendet, wie z.B. f•ur dasGUI
oder den Skriptinterpreter, verwendet. Vor der weiteren Beschreibung von Dusty soll
kurz auf dieseeingegangenwerden.

41
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5.1.1 TEKlib

Eine tragendeRolle bei der Entwicklung von Dusty spielt die TEKlib [18]. Sie ist eine
plattform unabh•angigeMultimedia-Bibliothek, virtuelles OS, Middleware und Entwick-
lungspaket. TEKlib steht unter der BSD-Lizenzund kann damit einfach f•ur eigeneProjek-
te verwendet werden. Sie vereinfacht das Programmierenz.B. durch einfachere Handha-
bung von Systemfunktionen.Diesewerdenauf allen portierten Systemengleich benutzt.
TEKlib bildet diesedann auf dasbenutzte Betriebssystemab. Weiterhin ist TEKlib mo-
dular aufgebautund kann dadurch leicht erweitert werden.Wichtig war, dasTEKlib eine
gute Unterst•utzung f•ur Threads und Semaphoren,welche f•ur die Integration desSkript-
Interpreters in Dusty wichtig sind, bietet. Da TEKlib auf mehrerenSystemverf•ugbar
ist, sind mit der TEKlib entwickelte Programmemeistenssofort portabel und k•onnenf•ur
dasentsprechendeZielsystemeinfach neu kompiliert werden.Eine Besonderheitvon TE-
Klib ist die VerwendungeigenerTypen. Sok•onnenauf jedemSystemdie gleichen Typen
benutzt werden. Diesewerden auf die korrespondierendenTypen desSystemsgemappt.
Statt int oder 
o at wird z.B. in TEKlib TINT und TFLOAT benutzt.

5.1.2 LUA

LUA [32] ist eine Skriptsprache die haupts•achlich zur Erweiterung von Applikationen
entwickelt wurde. LUA hat einen kleinen eigenenSprachsatz. Der Vorteil besteht darin,
dassleicht eigeneFunktionen implementiert werden k•onnen. So konnte der Befehlssatz
um die Funktionen, die f•ur Dusty n•otig sind, erweitert werden. LUA wurde als Modul
in TEKlib implementiert und konnte so leicht in Dusty integriert werden.

5.1.3 FLTK

Die Benutzungsschnittstelle von Dusty wurde mit der Bibliothek FLTK (The Fast Light
Toolkit) entwickelt. DieseBibliothek ist auf drei Betriebssystemenverf•ugbar, basiert auf
OpenGL und enth•alt eine GLUT Emulation. Da die Ausgabe der Simulationsergebnisse
von Dusty mit OpenGL erfolgensollte, war sieeinegute Wahl f•ur eineImplementation.

5.2 Struktur von Dust y

Abbildung 5.2 zeigt einengroben •Uberblick desinternen Aufbaus von Dusty . Die wich-
tigen Teile sind das Benutzerinterface mit der Ausgabe der Simulationsergebnisse,der
Navier-StokesSolver und der Skriptinterpreter.
Der Skriptinterpreter l•auft in einem eigenenThread. Um den Ablauf mit dem Haupt-
programm zu synchronisieren, ist die Benutzung von Semaphoren notwendig. Wie das
realisiert wurde, wird in Abschnitt 5.4 beschrieben. Der Aufruf des Navier-StokesSol-
vers zur Ausf•uhrung einesSimulationsschrittes, erfolgt entweder intern oder kann von
dem gestarteten Skript gesteuert werden. Dies ist sinnvoll, wenn das Skript nicht nur
zum Aufbau der Szene,sondernauch zur Animation der Szeneverwendet wird. In den
n•achsten Sektionenwerdennun die einzelnenTeile von Dusty genauerbeschrieben.
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(FLTK) (LUA)

Hauptprogramm Skript�Interpreter

Navier�Stokes�Solver

und Grafische Ausgabe

Ausgabe mit 

OpenGL

Benutzungsschnittstelle

Abbildung 5.1: Aufbau desSimulations-Systems

5.3 Navier-Stokes Solver
Das L•osender Navier-StokesGleichung ist die Grundlage der Str•omungssimulation in
Dusty . Dieseskann e�zien t mit dem in Kapitel 4 beschriebenenStableFluids Algorith-
mus realisiert werden. Die Abarbeitung des Algorithmus wurde optimiert, so dasseine
Simulation in Echtzeit m•oglich ist. Die n•otigen Schritte und ihre Umsetzungin Dusty
werdennun genauererl•autert. Die einzelnenSchritte der Simulation sind:

1. F•ugeexterneKr•afte und Dichte zu

2. Di�usion

3. Advektion bzw. BewegungdesVektor- und Dichtefeldes

4. Divergenzfreiheitherstellen

5. Vorticit y Con�nement

6. gehezu Schritt 1

Der letzte Schritt, dasVorticity Con�nement, ist optional und dient dazuVerwirbelungen
zu erhalten oder zu verst•arken. Bevor die Simulationsschritte ausgef•uhrt werdenk•onnen,
muss Speicher f•ur die n•otigen Gitter zur Diskretisierung bereitgestellt werden. Wie aus
dem Algorithmus hervorgeht, ben•otigt man jeweils zwei Gitter zwischen denennach je-
demSchritt gewechselt wird. Die einzelnenKomponenten der Geschwindigkeiten, u; v und
w werden jeweils in einem separatenGitter gespeichert. F•ur das Dichtefeld werden drei
Gitter ben•otigt, wenn der COLOR-Modus aktiviert wird. Das hei�t, das farbiger Rauch
erzeugtwerdensoll. In diesemFall wird je ein Gitter f•ur die R, G, B Komponente benutzt.
F•ur die Temperatur wird ebenfalls ein Gitter bereitgestellt. Alle Gitter m•ussendoppelt
vorhandensein.Ihre Gr•o�e berechnet sich durch (wx + 2) � (wy+ 2) � (wz+ 2). Die Erwei-
terung um 2 ist f•ur den Rand notwendig. Siehedazu auch Abbildung 4.1 und Erkl•arung
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auf Seite28. Es wird ein eindimensionalesFeld benutzt, um den Zugri� auf die einzelnen
Elemente auf Geschwindigkeit zu optimieren. Der Index f•ur die Elemente wird mit einem
Makro berechnet.

#define IX(i,j,k) ((i) + (c->wx+2)*(j) + (c->wx+2)*(c->wy+2)*(k))

Es kann soz.B. mit u[IX(i,j,k)] auf ein Element im Feld zugegri�en werden.Da es•ofter
vorkommt, dassman den gleichen Index f•ur die verschiedenenGitter ben•otigt, reicht es
wenn der Index mit dem Makro nur einmal berechnet wird. Dann kann dieserWert in
einer Variablen gespeichert und direkt f•ur die weiteren Gitter verwendet werden. Dieses
spart Rechenzeit.

5.3.1 Ob jekte und Quellen f•ur eine Szene
Bevor die Simulation ausgef•uhrt werden kann, muss festgelegtwerden, wo im System
sich Objekte und Quellen f•ur externe Kr•afte be�nden. Diese werden von dem gelade-
nen Szenenskriptbestimmt. Welche M•oglichkeiten es dabei gibt, wird in Abschnitt 5.4
beschrieben. Die in der SzenevorhandenenObjekte und Quellen werden in einer verket-
teten Liste verwaltet. Um Objekte bei der Simulation als Hindernissezu ber•ucksichtigen,
m•ussendiese in Voxel •uberf•uhrt werden. Das hei�t, es mu� bestimmt werden, welche
Gitterzelle sich in einemHindernis be�ndet. Dazu wird nach dem Laden der Szene(oder
wenndie Objekte ihre Position ver•andert haben) die Prozedurvoxelize() aufgerufen.Hier
wird dann f•ur jede Art von Objekt (z.B. Kugel, Quader) gepr•uft, welche Zellen durch
dasObjekt belegtwerden.DieseInformation wird in einemzus•atzlichen Feld boundsvom
Typ voxel gespeichert. Ein Voxel hat folgeneStruktur:

typedef struct _vox
{

TBOOLtaken;
TFLOATtemp;
TINT type;

} voxel;

Mit dem Element taken der Struktur wird bestimmt, ob die Gitterzelle von einem Hin-
dernis belegt ist oder nicht. Hat das Objekt eine bestimmte Temperatur, wird diesein
temp gespeichert. Im Element type wird der Typ der Zelle festgelegt.Das hei�t, eswird
unterschiedenob sich die Zelle im InnerendesHindernissesoder am Rand be�ndet. Dabei
mussunterschiedenwerden,wo sich der Rand relativ zu der Zelle be�ndet. Es wird z.B.
unterschieden ob sich die Zelle oben, unten, links, rechts, vorne oder hinter dem Objekt
be�ndet. Dies ist n•otig, um die in Abschnitt 3.2.3auf Seite21 erl•auterten Randbedingun-
genauch an den Kanten der Hindernisseeinzuhalten.
F•ur die Quellen sind dieseBestimmungen nicht notwendig. Sie werden f•ur den ersten
Schritt der Simulation, dasHinzuf•ugender externenKr•afte und Dichten, ben•otigt. Dieser
Schritt wird als n•achstesbeschrieben.
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5.3.2 Externe Kr •afte und Dic hten
Die Simulation beginnt mit dem Hinzuf•ugenvon externenKr•aften und Materie in Form
von Dichte zu dem System.Diesesist sehreinfach, da nur

~vn+1 = ~vn + � t ~f

berechnet werden muss. Der folgendeCode-Ausschnitt zeigt, wie das in Dusty umge-
setzt wurde. Es wird durch die Liste der Objekte iteriert. Wenn ein Objekt eine Quelle
ist, werden an der Position der Quelle im Gitter ihre Geschwindigkeiten und Materie,
multipliziert mit dem Zeitschritt, in dasGitter •ubertragen.

/* iterate objects */
onode = c->objects.tlh_Head;
while ((onext = onode->tln_Succ))
{

TINT idx;
obj *tmp = (obj *)onode;

if(tmp->type==SOURCE)
{

x = tmp->int_pos[0];
y = tmp->int_pos[1];
z = tmp->int_pos[2];

idx = IX(x,y,z);
c->rdens[idx] += c->dt*tmp->rdens;
c->gdens[idx] += c->dt*tmp->gdens;
c->bdens[idx] += c->dt*tmp->bdens;

c->u[idx] += c->dt*tmp->uforce;
c->v[idx] += c->dt*tmp->vforce;
c->z[idx] += c->dt*tmp->wforce;

c->temp[idx] = tmp->temp;
}
onode = onext;

}

Wenndie Rauchpartikel demAuftrieb der Temperatur folgensollen,m•ussenzus•atzlich die
erzeugtenAufstiegskr•afte addiert werden. Fedkin et al. schlagen in [7] folgendesModell
zur Berechnung der Kr•afte vor.

~f = � � � ~v + � (T � Tamb)~v
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Hierbei ist ~v = f 0; 1; 0g. Die Parameter � und � m•ussensogew•ahlt werden,dasssich ein
realistisches Verhalten ergibt. Das Temperaturgitter wird vorher mit einer Umgebungs-
temperatur Tamb initialisiert. Wird nun eineexterneTemperatur in das Systemgegeben,
enstehenmit der obigenGleichung Kr•afte, die f•ur einenAufstieg sorgen.Ist die Tempe-
ratur k•alter als Tamb fallen die Rauchpartikel nach unten. Partikel k•onnen sich also an
kalten Hindernissenabk•uhlen und damit absinken.

5.3.3 Di�usion
Der zweite Schritt im Algorithmus, ist die Di�usion, die Verteilung der Rauchpartikel.
Die Di�usion auf Geschwindigkeiten angewendet, bestimmt die Viskosit•at des Rauches.
Da Gaseund Rauch im Allgemeinennur einesehrgeringeViskosit•at besitzen,haben Fed-
kin et al. in [7] v•ollig auf den Di�usions-Term verzichtet. Man erh•alt die so genannten
inkompressiblenEuler Gleichungen.Wird in Dusty die Viskosit•at auf Null gesetzt,wird
dieserTeil •ubersprungen.Das spart Rechenzeit, da in diesemTeil ein Gleichungssystem
gel•ost werdenmuss.
Wie in Abschnitt 4.3.1hergeleitetwurde, mussfolgendesGleichungssystemf•ur die Unbe-
kannten Dn+1 gel•ost werden:

Dn i;j;k = Dn+1 i;j;k � � t� (Dn+1 i � 1;j;k + Dn+1 i +1 ;j;k

+ Dn+1 i;j � 1;k + Dn+1 i;j +1 ;k + Dn+1 i;j;k � 1 + Dn+1 i;j;k +1 � 6Dn+1 i;j;k )=h2

DasSystemist nur schwach auf denDiagonalenbesetzt(sieheSeite20). F•ur Dusty wurde
deshalb ein numerisches L•osungsverfahren zur Bestimmung der Unbekannten benutzt.
Konkret wird eine Gau�-Seidel Relaxation verwendet. Diesel•a�t sich in wenigenZeilen
realisierenund liefert brauchbare Ergebnisse.F•ur beste Qualit•at emp�ehlt Stam in [7]
die Verwendung eineskonjugierten Gradienten Verfahren mit unvollst•andiger Choleski
Zerlegung.Das CG-Verfahrenbeinhaltet mehrereMatrix-Multiplik ationen und ist daher
zeitaufw•andiger. Im Anhang B �ndet sich eineBeschreibung diesesVerfahrens.

5.3.4 Transp ort
Im dritten Teil desAlgorithmus erfolgt die Bewegungder Dichte durch die Vektoren der
Geschwindigkeiten. Im Gegensatzzu den herk•ommlichen Verfahren,die auch bei diesem
Teil des Algorithmus auf Finite Di�erenzen setzen,verwendet Stam ein semi-Lagrange
Verfahren. Eine ausf•uhrliche Erl•auterung wurde in Sektion 4.3.2 auf Seite 31 gegeben.
F•ur diesesVerfahrenist einePartikel-Verfolgungnotwendig.Als in FragekommendeVer-
fahren,wurdendasEuler und dasRunge-Kutta Verfahrenangegeben.In Dusty kannzwi-
schendenbeidenVerfahrengew•ahlt werden.Die Berechnung mit demEuler-Verfahrenist
geringf•ugig schneller als mit demRunge-Kutta Verfahren.Dasder Unterschied nur gering
ist, begr•undet sich damit, dassandereTeile desStableFluids Algorithmus einen gr•o�e-
ren Ein
uss auf die Gesamtrechenzeit haben. Das Verhalten der Str•omung unterscheidet
etwas zwischen den Verfahren, was auf die niedrige Genauigkeit des Euler Verfahren
zur•uckzuf•uhren ist. Dieseskann aber auch von demAnimator gew•unscht sein,sodasman
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nicht sagenkann, welchesVerfahrennun bessergeignet.WelchesVerfahrenbenutzt wer-
den soll, kann •uber das Szenenskriptfestgelegtwerden. Standardm•a�ig wird das Euler
Verfahrenbenutzt.
Die Partikel-Verfolgung wird zun•achst mit einem negativen Zeitschritt r•uckw•arts aus-
gef•uhrt, um zu bestimmen von welcher Position ein Partikel starten muss, damit es in
einem Zellenmittelpunkt endet. Die gefundenePosition wird sich im Allgemeinen nicht
im Mittelpunkt einerZellebe�nden, ausdemman sofort die Geschwindigkeiten oder Dich-
te an der Stelle entnehmen k•onnte. Um die Geschwindigkeiten bzw. die Materie an der
Startposition zu bestimmen,m•ussendieseausden umgebendenZellen mit einer trilinea-
ren Interpolation berechnet werden(sieheAbbildung 4.7auf Seite33). Ausgehendvon der
berechneten Startposition im Gitter, werdendie Positionender acht umgebendenZellen-
mittelpunkte ermittelt, mit deneneine trilineare Interpolation erfolgenkann. Man kann
sich das so vorstellen, dassman einen Funktionswert an einer Position innerhalb eines
W•urfels sucht, bei dem die Funktionswerte an den Ecken bekannt sind. Wenn die Ecken
mit V000 bis V111 bezeichnet sind, ergibt sich folgendeRechenvorschrift zur Bestimmung
desFunktionswertesan der Position x; y; z:

Vxy z = V000(1 � x)(1 � y)(1 � z)+

V100x(1 � y)(1 � z)+

V010(1 � x)y(1 � z)+

V001(1 � x)(1 � y)z+

V101x(1 � y)z+

V011(1 � x)yz+

V110xy(1 � z)+

V111xyz

Der folgendeQuellcode zeigt die Implementation f•ur die u Komponente desVektorfeldes
in Dusty .

c->u[idx] = q0*(s0*(t0*c->u0[idx000] +t1*c-> u0[i dx010]) +
s1*(t0*c->u0[idx100]+t1*c ->u0[idx 110]))+
q1*(s0*(t0*c->u0[idx001]+ t1*c ->u0[id x011])+
s1*(t0*c->u0[idx101]+t1*c ->u0[idx 111]))* diss ;

DieseInterpolation mussf•ur alle Komponenten desGeschwindigkeitsfeldes,desDichtefel-
desund desTemperaturfeldeserfolgen.Da immer die gleiche Startposition ben•otigt wird,
wurden die Indexwerte der acht umgebenenPunkte, in den Variablen idx000{idx111 vor-
berechnet. Das Ergebnisder Interpolation wird in dasneueGitter eingetragen.
Als Optimierung erfolgt der Dissipations-Schritt an dieserStelle mit der Multiplik ation
der Variablen diss. DieseVariable hat im AllgemeineneinenWert kleiner als 1 und sorgt
daf•ur, dassGeschwindigkeiten und Dichte im Laufe der Simulation weniger werden.Die
Variable kann nat•urlich auch auf 1 gesetztwerden,womit die Dichte im Simulationsraum
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st•andig zunimmt und diesenmit der Zeit v•ollig ausf•ullt.
F•ur einemaximaleQualit•at der Interpolation, schlagenFedkiw et al. in [7] statt der linea-
ren einekubische Interpolation vor. Da Interpolationen h•ohererOrdnung instabil werden
k•onnen, zeigensie dort eine L•osungwie diesesvermiedenwerden kann. Kubische Inter-
polationen erfordern weiterhin einengr•o�eren Rechenaufwand als lineare Interpolationen
und sind deshalbf•ur eine Echtzeitberechnung nicht geeignet.In [7] zeigenFedkiw et al.
an einemBeispiel, dassdie Berechnung einer Szenemit kubischer Interpolation etwa 18
mal l•angerdauert.

5.3.5 Erzeugen der Div ergenzfreiheit
Die Navier-StokesGleichungenfordern mit

r � ~v = 0

Divergenzfreiheit.Dashei�t, dasseineErhaltung der Massegew•ahrleistet werdenmuss.Es
d•urfen keine Quellen oder Senken entstehen. Der Zustand der Divergenzfreiheitist nach
den vorherigenBerechnungenzun•achst nicht erf•ullt. Ein Operator, der die Divergenzfrei-
heit wieder herstellt, wurde im Kapitel 4 zum Stable-FluidsAlgorithmus entwickelt. Er
basiert darauf, dasssich ein Vektorfeld ~w in ein divergenzfreiesFeld ~v und ein Gradien-
tenfeld zerlegenl•asst.

~w = ~v + r q

Durch Subtraktion des Gradientenfeldesvom Vektorfeld ~w, l•asst sich dann das diver-
genzfreieFeld erzeugen.Das Problem ist, dassdasGradientenfeld nicht bekannt ist. Wie
in Kapitel 4 gezeigtwurde, kann das skalare Feld q durch L•osender folgendenPoisson-
gleichung ermittelt werden.

r� ~w = r 2q

Das Vektorfeld ist gegeben und man mussq bestimmen.Die Gleichung l•asst sich wieder
als linearesGleichungssystemschreiben. Es ist, wie bei der Di�usion, schwach besetzt.
DeshalbwurdeebenfallseineGau�-Seidel Relaxationverwendet.SoeineRelaxation funk-
tioniert geradebei groben Gittern sehr gut. F•ur eine Echtzeitsimulation werden solche
weitmaschigen Gitter benutzt. Im Stable-FluidsAlgorithmus werdendie sonstauftreten-
den Instabilit•aten vermieden.
Zum Bestimmenvon q musszun•achst die Divergenzvon ~w berechnet werden.Daserfolgt
mit zentralen Di�erenzen (sieheKapitel 3).

(r � w) i;j;k = (wi +1 ;j;k � wi � 1;j;k +

wi;j +1 ;k � wi;j � 1;k+

wi;j;k +1 � wi;j;k � 1)=2h

(1)

Es muss darauf geachtet werden, dassf•ur Zellen die von einem Objekt belegt sind, kei-
ne Divergenzberechnet wird und dieseauf Null gesetztwird. Nach der Berechnung der
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Divergenzist die linke Seiteder Gleichung bekannt und eskann q durch L•osendesGlei-
chungssystemsbestimmt werden.Die Gau�-Seidel Relaxation ist ein iterativ esVerfahren.
Vor jedem Iterationsschritt m•ussendie Bedingungenan den R•andern angepasstwerden.
Das hei�t, dassdie Zellen an den R•andern den Wert von den jeweiligen Nachbarzellen
zugewiesenbekommen.
Nachdem das skalare Feld q bestimmt wurde, kann sein Gradient einfach von dem Vek-
torfeld subtrahiert werden.Man erh•alt dasdivergenzfreieVektorfeld ~v.

5.3.6 Vorticit y Con�nemen t
DasVorticity Con�nement ist optional und nicht Bestandteil desoriginalenStableFluids
Algorithmus. Mit ihm kann f•ur ein besseresHervortreten von Verwirbelungen gesorgt
werden,da sie durch den StableFluids Algorithmus numerisch verloren gehen.
Als erstesmuss die sogenannte Rotation (siehe Glossar) berechnet werden. Sie ist wie
folgt de�niert:

~! = r � ~v

In Dusty wird das f•ur jede Zelle in einer Schleife folgenderma�enberechnet:

tx = 0.5*(z[IX(i,j+1,k)]-z[IX(i ,j-1 ,k)] - v[IX(i,j,k+1)]+v[IX(i,j,k-1 )]) ;
ty = 0.5*(u[IX(i,j,k+1)]-u[IX(i ,j,k -1)] - z[IX(i+1,j,k)]+z[IX(i-1,j,k )]) ;
tz = 0.5*(v[IX(i+1,j,k)]-v[IX(i -1,j ,k)] - u[IX(i,j+1,k)]+u[IX(i,j-1,k )]) ;

/* norm von w berechnen */
c->ws[idx] = sqrt(tx*tx+ty*ty+tz*tz);
c->ux[idx] = tx;
c->uy[idx] = ty;
c->uz[idx] = tz;

Im Feld wswird die Norm j! j gepeichert. Siewird f•ur die weiterenBerechnungenben•otigt.
Anschlie�end wird

� = rj ! j

mit folgendemCode berechnet

ex = 0.5*(c->ws[IX(i+1,j,k)]-c- >ws[IX(i -1, j,k) ]);
ey = 0.5*(c->ws[IX(i,j+1,k)]-c- >ws[IX(i ,j- 1,k) ]);
ez = 0.5*(c->ws[IX(i,j,k+1)]-c- >ws[IX(i ,j, k-1) ]);

Danach kann
N =

�
j� j

bestimmt werden.Schlie�lic h wird

f conf = "(N � ! )

berechnet und zu dem aktuellen Geschwindigkeitsfeld addiert. Mit " wird bestimmt, wie
stark sich dasVorticity Con�nement auswirken soll.
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idx = IX(i,j,k);
u[idx] += (ny*c->uz[idx]-nz*c->uy[ idx] )*c ->vor;
v[idx] += (nz*c->ux[idx]-nx*c->uz[ idx] )*c ->vor;
z[idx] += (nx*c->uy[idx]-ny*c->ux[ idx] )*c ->vor;

5.4 Skriptin terpreter
Ein wichtiger Teil in Dusty ist der Skriptinterpreter, der nun beschrieben werden soll.
Szenenwerdenin Dusty mit einemSkript erstellt. Das Skript dient weiterhin zum Ani-
miereneinerSzene.F•ur Dusty konnte auf einenfertigenSkriptinterpreter zur•uckgegri�en
werden. TEKlib bietet Support f•ur den LUA Interpreter [32]. Dieser ist eine vollst•andi-
ge Skriptsprache, die man leicht um eigeneBefehleerweitern kann. LUA wurde prim•ar
zum Erweitern von Applikationen entwickelt. Eine Einf•uhrung in die Programmierung
von LUA �ndet man unter [2]. Weiterhin werdenzu Dusty Beispielskriptegeliefert, aus
denenleicht eigeneSkripte erstellt werdenk•onnen.

5.4.1 Aufbau eins Skriptes
Ein einfachesSkript f•ur Dusty sieht folgenderma�enaus:

1 -- create an new container
2 -- x, y, z, colormode, enable temperature
3 c = dusty.newcontainer(25,25,25 ,COLOR,0)
4
5 -- create sourceobject
6 -- x, y, z, name
7 s = c:newsource(12,1,12,"source 1")
8 s:set_force(0,4,0)
9 s:set_dens(20,10,0)

Mit -- werdenKommentare eingeleitet.DasSkript verfolgt einenObjektorientierten An-
satz.Somussals erstesin Zeile 3 ein Container erzeugtwerden,auf densich alle weiteren
Operationenbeziehen.Die erstendrei Argumente sind die Dimension,die der Container
haben soll. Die Dimensionwird hier in Voxel angegeben, alsodie Anzahl der Gitterzellen
pro Achse. Als n•achstes muss bestimmt werden, ob der Container im COLORoder MONO
Modus eingestelltwird. Das hei�t, ob die Quellen farbige oder graueMaterie emittieren.
Das letzte Argument gibt an, ob die Temperatur ber•ucksichtigt werdensoll und mussf•ur
diesenFall auf USETMPgesetztwerden.

Nachdem ein Container erzeugtwurde, k•onnenQuellen und Objekte der Szenezugef•ugt
werden. In dem obigen Beispiel wird in Zeile 7 eine neueQuelle kreiert. Die ersten Ar-
gumenten bestimmen die Position im Container. Danach wird ein Name f•ur die Quelle
angegeben. Eine Quellestellt wiederumverschiedeneMethoden zur Verf•ugung.Die wich-
tigsten sind set force() und set dens() . In Zeile 8 werdender Quelle Geschwindigkei-
ten zugeordnet.Diesewerdenjeweils f•ur die x; y; z Richtung angegeben.Eine Quelledient
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auch gleichzeitig zum Einbringen von Dichte in das Universum. Dies erfolgt in Zeile 9
mit dem Befehl set dens() . Hier kann die St•arke in Form von R,G,B Werten angegeben
werden.Eine komplette •Ubersicht der m•oglichen Befehle,wird in Anhang A gegeben.

Soll die Szeneanimiert werden, muss eine Schleife dem Skript zugef•ugt werden. In die-
ser muss mit dusty.delay() abgefragt werden, ob das Hauptprogram beendet wurde.
Gleichzeitig kann damit eine Pause,in Sekunden,angegeben werden, welche angibt wie
langean der Stelle im Skript gewartet werdensoll bevor esweiter abgearbeitet wird. Die-
seserfolgt in dem folgendenSkriptauschnitt in Zeile 9. Die Pausewird mit der Variablen
DELAYbestimmt.

1 -- main loop
2 ---------------
3 repeat
4
5 for i=4,20 do
6 s1:set_place(i,1,5)
7 dusty.dostep()
8 dusty.saveframe()
9 abort = dusty.delay(DELAY)
10 if abort then break end
11 end
12 until abort == true

Um die Animation im Skript mit dem Hauptprogram zu synchronisieren, kann mit
dusty.dostep() (Zeile 7) explizit der Schritt zur Berechnung desneuenZustandesaus-
gef•uhrt werden. Normalerweise ruft Dusty intern den Navier-StokesSolver auf. Dies
kann unterbunden werden, indem am Anfang einesSkriptes dusty.internstep(false)
aufgerufen wird. Damit wird der interne Schritt deaktiviert und kann nun von dem
Skript aus aufgerufenwerden. M•ochte man Bilder der Animation abspeichern, wird mit
dusty.saveframe() das jeweils aktuelle Bild gespeichert. Aus den Einzelbildern kann
dann z.B. einenMPEG Film erzeugtwerden.

5.4.2 Implemen tation in Dust y
Nachdem Dusty gestartet wurde, wird ein, eventuell als Argument •ubergebenes,Skript
geladenund der Interpreter als eigenerThread gestartet. Das hei�t, er l•auft v•ollig ei-
genst•andig von Dusty .
Damit eszukeinenProblemenbei Zugri�en auf gemeinsameSpeicherstellenkommt, ist der
Einsatz von Semaphoren und Flagsnotwendig.Dasbedeutet,dassder Zugri� auf Speicher
exklusiv angefordert werden muss. TEKlib bietet die BefehleTLock() und TUnlock() ,
um daszu realisieren.Mit TLock() wird gewartet, bis einevorher bestimmte Semaphore
frei wird. Dann kann auf den gemeinsamenSpeicher zugegri�en werden. Ist der Zugri�
beendet,muss die Semaphore mit TUlock() wieder frei gegeben. Eine Semaphore muss
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vorher mit TCreateLock() bereit gestellt werden.Der folgendeQuellcode der Implemen-
tation desneuenLUA Befehlsset visc() zeigt die Anwendung dieserVorgehensweise.
Der Befehl setzt eineneue,im Skript angegebeneViskosit•at.

1 /*
2 ** con:set_visc(float)
3 ** set viscosity
4 */
5 static LUACFUNCTINT con_setvisc(lua_State *L)
6 {
7 TAPTR*o = (TAPTR*)luaL_checkudata(L, 1, "Container*");
8 container *c;
9 TINT numargs;
10
11 numargs = lua_gettop(L); /* number of arguments */
12
13 if (o == TNULL)luaL_argerror(L, 1, "bad handle");
14
15 c = (container *)*o;
16
17 TLock(dw.exec, dw.lock);
18 c->visc = (TFLOAT)lua_tonumber(L, 2);
19 dw.flags |= GUIDIRTY;
20 TUnlock(dw.exec, dw.lock);
21
22 return 0;
23 }

In Zeile7 wird zun•achst dasObjekt, auf dasdie Methodeset visc() angewendetwerden
soll, von dem LUA-Stack geholt werden. In diesemFall kann esnur ein Container sein.
Um jetzt die neueViskosit•at in die Container-Struktur zu schreiben, wird in Zeile 17 der
Exklusivzugri� angefordert. Danach kann in Zeile 18 der neue Wert in die Container-
Struktur eingetragenwerden. Da der Viskosit•atswert in der GUI angezeigtwird, muss
dieseneu gezeichnet werden. Damit das Hauptprogramm diesestut, wird ihm •uber das
Flag GUIDIRTYin Zeile 19 mitgeteilt, dasses eine •Anderung gab. Nachdem das Haupt-
programm die Benutzungsschnittstelle angepassthat, wird diesesFlag von ihm wieder
gel•oscht. Abschlie�end wird die Semaphore in Zeile 20 mit TUlock() wieder frei gegeben.
Nach diesemSchemasind alle Befehlevon Dusty implementiert worden.
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Abbildung 5.2: Unterteilung desUniversumsin 2D Gitter

5.5 Gra�sc he Ausgab e
Bis jetzt wurde nur auf die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldesund der Dichte ein-
gegangen.Jetzt soll die Darstellung des Rauchesbeschrieben werden. Dazu kommen in
Dusty verschiedeneVerfahrenzur Anwendung.Mit einemVolumenrenderingVerfahren
und einemPartikelsystemkann der Verlauf der Dichte visualisiert werden.Mittels Strom-
linien kann dasGeschwindigkeitsfeld sichtbar gemacht werden.

5.5.1 Volumenrendering

Prinzipiell gibt eszwei M•oglichkeiten dasVolumen zu visualisieren.Entweder erfolgt die
Visualisierungdirekt •uber die Hardware oder •uber Software durch Raytracing. Fedkiw et
al. zeigenin [7] die Visualisierung mittels Photonmaps.Damit k•onnen qualitativ hoch-
wertige Bilder erzeugtwerden.
F•ur Dusty sollte eine Echtzeitdarstellung m•oglich sein. Deshalb erfolgt die Visualisie-
rung mit OpenGL. Dazu wird das Universum zun•achst in Scheiben aus 2D-Gittern un-
terteilt. SieheAbbildung 5.2. Die Unterteilung erfolgt entlang der Achse, die der View
Achse am dichtesten ist. Dies erfolgt durch Auswertung der z Komponenten der Ro-
tationsmatrix. Beim Drehen des Universumsmuss die Unterteilungsrichtung schlie�lic h
angepasstwerden.Danach werdenin jeder Schicht GLQUADSim BLENDModus gezeichnet.
Diessind Rechtecke derenEckpunkte vier Zellenmittelpunkte bilden. Die Gra�khardw are
sorgt dann f•ur dasBlending alsodasVermischender •uberlagertenQUADS. Dazumussf•ur
jeden Eckpunkt ein Alphawert angegeben werden,der sich ausder Dichte an der jeweili-
genPosition ergibt. JederEckpunkt bekommt damit einenanderenFarb- und Alphawert
ausdenenFarbverl•aufe durch die Hardware interpoliert werden.
DiesesVorgehenliefert bereits gute Bilder um den Rauchverlauf zu beobachten. Nachtei-
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lig ist hier, dassman bei einem ung•unstigen Drehwinkel des Universumsdie Schichten
erkennenkann. F•ur h•ochste Qualit•at mussalsoRaytracing benutzt werden.

5.5.2 Partik el
Eine weitere interessante M•oglichkeit der Visualisierungvon Str•omungen,ist die Verwen-
dung von Partikel. Abbildung D.2 auf Seite80 zeigt ein Beispiel f•ur die Verwendungvon
Partikel. Partikel werden in einer verketteten Liste verwaltet. JedesPartikel hat als At-
tribute die aktuelle Position und die Zeit die esnoch zu leben hat. Die Zeit wird in ttl
gespeichert und nach jedem Simulationsschritt verringert. Ist der Wert Null, wird das
Partikel ausder Liste gel•oscht. Die Struktur einesPartikel sieht folgenderma�enaus:

typedef struct _par
{

THNDLhandle;
TBOOLlinked;
TFLOATx,y,z;
TINT ttl; /* time to life */

}particle;

In handle be�nden sich die Strukturen zur Verwaltung der Verketteten Liste. Um ein
Partikel zu bewegen,m•ussendie Geschwindigkeitswerte an der Postion desPartikels er-
mittelt werden.Da sich die Partikel auch zwischen Gitterzellen be�nden k•onnen,m•ussen
dieseWerte trilinear interpoliert werden.Hier wird das gleiche Verfahrenbenutzt wie es
auf Seite47 f•ur denTransportteil beim L•osender Navier-StokesGleichungenbeschrieben
wurde.Wurdendie Geschwindigkeiten gefunden,kann die neuePosition ~xn+1 desPartikels
wie folgt gefundenwerden:

~xn+1 = ~xn + dt � ~v

Dies entspricht alsoder Euler-Integration.

5.5.3 Stromlinien
Die Geschwindigkeiten k•onnen mit sogenannten Stromlinien visualisiert werden. Dabei
wird die Str•omung ausgehendvon einer Gitterzelle, •uber eine gewisseZeit verfolgt und
als Linie dargestellt. Dabei handelt es sich im Prinzip um eine Partikelverfolgung mit
Euler Integration. In Dusty wird eine Stromlinie durch ein GLLINE STRIPdargestellt.
Ausgehendvom Geschwindigkeitswert einer Gitterzelle wird, wie bei der Partikeldarstel-
lung, ein imagin•aresPartikel •uber vier Stufenverfolgt. DieseStufenergeben die Segmente
f•ur ein GLLINE STRIP. Dadurch erh•alt man Linien, die dem Geschwindigkeitsfeld folgen.
Abbildung D.8 zeigt ein Beispiel f•ur die Stromlinien.

5.6 Benutzungssc hnittste lle
Abbildung 5.3 zeigt die Benutzungsschnittstelle von Dusty nach dem Starten. Sie wurde
mit der C++ Bibliothek FLTK [4] implementiert und konnte damit portabel gehalten
werden.Es wurde darauf geachtet, dasssie weitgehendselbsterkl•arend ist und trotzdem



5.6. BENUTZUNGSSCHNITTSTELLE 55

Abbildung 5.3: Dusty
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alle n•otigen Bedienelemente enth•alt. Rechts �ndet man die Elemente zum Starten und
Stoppen der Simulation bzw. zum Laden von Szenen.Wird Dusty ohne Angabe eines
Szenenskriptsals Argument gestartet, wird zun•achst eineDefaultszeneerzeugt.So kann
man schnell erste Versuche mit Dusty unternehmen. Durch Anklicken des Start But-
tons wird die Simulation begonnen.Sie kann mit Stop jederzeit angehaltenwerden. Die
Simulation spielt sich in einem Universum ab, welches als Quader dargestellt wird. Mit
der Maus kann dasUniversumfrei im Raum gedreht werden.Dazu wurde der Trackball-
Algorithmus von Craw�s [5] implementiert. Mit Reset kann wieder der Startzustand der
Szenehergestelltwerden.Das hei�t, dasgesamte Universumbzw. dasVektorfeld werden
mit Null initialisiert. Reload l•adt die Szeneerneut ein, sodasseventuell verschobeneOb-
jekte wieder ihre Anfangsposition erhalten. Mit dem Snap Button kann schlie�lic h ein
Screenshotgemacht werden. Es wird ein Bild der aktuellen Szenein das aktuelle Ver-
zeichnis gespeichert.
Die kontroll Buttons, links daneben, legenfest, was dargestellt wird. So kann bestimmt
werden,ob dasUniversumangezeigtwird oder ob der Str•omungsverlauf durch Str•omungs-
linien visualisiert werdensoll. Weiterhin kann dasVorticity Con�nement aktiviert werden
und ob w•ahrendder Simulation die aktuell angezeigtenFramesgespeichert werdensollen.
Dieseerhalten dann als Namenszusatzdie jeweilige Framenummer. Dadurch k•onnenaus
den einzelnenFramesleicht Animationen, z.B. als MPEG, erzeugtwerden.
Mit den Reglern in der Mitte kann interaktiv auf Simulationsparameterwie Zeitschritt
oder Dissipation zugegri�en werden, um die Auswirkung der •Anderung sofort zu sehen.
Sok•onnenleicht Parameter gefundenwerden,mit deneneineSzenegut aussieht.
Links be�nden sich die Elemente zum Ver•andern der Szene.Zun•achst gibt eseinen Ob-
jects-Listbutton mit dem ein Objekt in der Szeneausgew•ahlt werdenkann. Danach kann
es mit der Maus bei gedr•uckter rechter Maustaste verschoben werden. Das angew•ahlte
Objekt •andert seineFarbe dabei nach Gr•un, sodassesleicht in der Szenezu erkennenist.
Darunter kann die Dimension des Universumsver•andert werden. Die •Anderung erfolgt
nach der Eingabe der neuenGr•o�en. Der gr•o�te der drei Werte, wird zum Unterteilen
einesEinheitsw•urfel mit der Kantenl•angeEins, benutzt. Damit wird die Gr•o�e einer Zel-
le festgelegt.Eine gr•o�ere Anzahl von Zellen sorgt also daf•ur, dassdie Au
•osungfeiner
wird. Die Zeit, zur Berechnung einer Szene,steigt daf•ur mit einer h•oheren Au
•osung.
Links unten wird die Zeit zum Berechnen einer Szenein Millisekunden, sowie die aktuel-
le Bildnummer ausgegeben. Dusty kann mit dem Exit Button oder durch Dr•ucken der
Escape Tastebeendetwerden.



Kapitel 6
Zusammenf assung und Ausblick

In dieserDiplomarbeit wurde ein Animationssystemzur Simulation von Rauch und Feu-
er entworfen und implementiert. Grundlage ist der StableFluids Algorithmus von Stam,
der erstmals1999in [27] ver•o�entlicht wurde. Mit diesemAlgorithmus ist esm•oglich die
Navier-StokesGleichungen, mit einem groben Diskretisierungsgitter und relativ gro�en
Zeitschritten, in Echtzeit zu l•osen.Zum Verst•andnis wurde in der vorliegendenArbeit
ein •Uberblick zur Str•omungsmechanik gegeben. Es wurden die Navier-StokesGleichun-
genhergeleitetund auf L•osungsm•oglichkeiten eingegangen.Dabei wurde insbesonderedas
Finite Di�erenzen Verfahren, zum Diskretisieren der Gleichungen, ausf•uhrlich erl•autert.
Anschlie�end wurde umfassendauf den StableFluids Algorithmus eingegangenund seine
Funktionsweise beschrieben. Die Umsetzung des Algorithmus erfolgte im Animations-
system Dusty , das in Kapitel 5 vorgestellt wurde. Zus•atzlich wurde ein Skriptsystem
entworfen, mit dem Szenenerstellt und animiert werdenk•onnen.

6.1 Ergebnisse
Der Stable Fluids Algorithmus basiert auf den, in der Str•omungsmechanik benutzten,
Navier-StokesGleichungen.Eine genaueL•osungist im Allgemeinensehr Zeitaufw•andig.
Der Algorithmus von Stam erlaubt die Verwendungeinesgroben Diskretisierungsgitters
und relativ gro�e Zeitschritte ohnedasder Algorithmus instabil wird. Hierdurch wird eine
Simulation in Echtzeit m•oglich. Statt der benutzen Finite Di�erenzen Methode, wird in
der Str•omungsmechanik oft die Finite Elemente oder Finite Volumen Methode zum Dis-
kretisieren der Gleichungen benutzt. Weiterhin mussein feineresGitter und ein kleinere
Zeitschritt benutzt werden. Das alles garantiert exakte Ergebnissewird aber mit einem
gr•o�eren Rechenaufwand erkauft. Die Verwendunggro�er Zeitschritte (z.B. 0.5statt 0.05)
und einessemiLagrangeVerfahrenbeim StableFluids Algorithmussorgenf•ur eineschnel-
le Ausf•uhrung aber auch f•ur einenumerischeDissipation,dashei�t, dassdasdie Bewegung
desFluids schneller ged•ampft wird als es in der Realit•at geschehenw•urde. Dieseskann
bei der Simulation von Rauch in der Computergraphik im Allgemeinen vernachl•assigt
werden,da oft externeKr•afte f•ur einest•andigeBewegungsorgen.

In dieserDiplomarbeit wurde ein Animationssystem,basierendauf demStableFluids [27]
Algorithmus, entworfen und implementiert. Mit dem SystemDusty k•onnen in Echtzeit

57
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Abbildung 6.1: Ein Teelicht mit simulierter Flamme

die drei-dimensionalenNavier-StokesGleichungenauf einemStandard-PCgel•ost werden.
DieseGleichungenbilden die GrundlageeinerSt•omungssimulation, die hier zum Erzeugen
von Feuer und Rauch benutzt wurden. In das Simulationsgebiet k•onnen beliebig viele
Hindernisseeingef•ugt werden,die den Str•omungsverlauf beein
ussen.
Der Grund, warum mit dem StableFluids Algorithmus eine Echtzeitsimulation m•oglich
ist, besteht darin, dassder Algorithmus grobe Gitter und gro�e Zeitschritte erlaubt. Die
implementierte Visualisierungmit OpenGL erzeugtauch bei groben Gittern relativ wei-
che Rauchverl•aufe (Abbildung 5.3). Wenn das Gitter allerdings zu grob gew•ahlt wurde,
werdendie Zellen als Strukturen sichtbar.
Zum Erstellen und Animieren von Szenenwurde in Dusty ein Skriptsystem integriert.
Hierzu wurde die Skriptsprache LUA [32] verwendet, die um eigeneDusty spezi�sche
Befehleerweitert wurde. Mit diesemBefehlssatz(sieheAnhang A) k•onnen schnell Sze-
nen erstellt und animiert werden. Da das Skriptsystem eine vollst•andige Sprache mit
Kontrollk onstrukten wie if oder while enth•alt und eine •Anderung aller Parameter von
Dusty •uber dasSkipt zur Laufzeit m•oglich ist, k•onnenkomplexeSkripte zur Animation
erstellt werden. Eine Erweiterung, um zus•atzliche Befehle ist im Quellcode von Dusty
mit wenigenZeilen m•oglich.
Anhand der folgendenBeispielesoll gezeigtwerden,dassmit Dusty durchaus eine rea-
lit•atsnaheSimulation m•oglich ist.

Da in Dusty eineSimulation und Anzeigein Echtzeit erfolgensollte, wurde ein Hardware
Volumenrenderingmittels OpenGL benutzt. DiesesVerfahrenliefert Ergebnissedie sogar
f•ur kleine Filme�ekte benutzt werden k•onnen. Abbildung 6.1 zeigt ein Bild aus einer
erstellten Filmsequenz.Hier wurde eine von Dusty erzeugteFlamme auf ein Teelicht
montiert.
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Nr. Gitterdimension Anzahl Zellen Athlon 1.2Ghz P4 2.66Ghz
1 20x14x14 3920 12ms 11ms
2 28x20x20 11200 78ms 53ms
3 35x25x25 21875 215ms 153ms
4 40x30x30 36000 510ms 335ms
5 50x37x37 68450 1170ms 850ms
6 65x45x45 131625 2660ms 2000ms
7 70x52x52 189280 4800ms 3500ms
8 80x60x60 288000 8700ms 5400ms

Tabelle 6.1: Simulationszeit f•ur verschiedeneAu
•osungendesUniversums

Dazu musstezun•achst eineAnimation der Flamme ausEinzelbildern erstellt werden.Um
die Bilder f•ur Filmsequenzenzu benutzen, wird zus•atzlich ein Alphakanal erzeugt,wel-
cher die Transparenzder Flamme angibt. Dieseswird von Dusty unterst•utzt und kann
im Szenenskripteingeschaltet werden.Abbildung D.6 zeigt einensolchen Alphakanal am
Beispiel einesFeuers.Das Teelicht wurde zun•achst mit einer VideokameraeinigeSekun-
den aufgezeichnet. Mit einer FilmkomposingSoftware wurde die BewegungdesTeelicht,
welche durch dasWackeln der Kamera entstand, getrackt. Anhand der Bewegungsvekto-
ren montierte die Software anschlie�end die Animation der Flamme an die vorgesehende
Stelle am Teelicht. Die Rechenzeit zur Simulation desFeuersin Abbildung D.6, betrug
ca. 80mspro Bild bzw. etwa 12 Bilder pro Sekundeauf einemRechner mit 1.2 GHz.

Die Einbringung von Hindernissenin eineSzenewird in Abbildung 5.3auf Seite41gezeigt.
In Abbildung 5.3 steigt der Rauch aufgrund seinerTemperatur nach oben und um
ie�t
die Kugeln. Interaktiv kann in die Szeneeingegri�en werden, indem die Kugeln w•ahrend
der Simulation bewegt werdenk•onnen.DieseBewegungenbeein
ussensofort den Verlauf
der Str•omungen in der Art, dassder Rauch mit der Bewegungtransportiert wird. Hier
betrug die Rechenzeit pro Bild etwa 78ms,was etwa 13 Bilder pro Sekundeentspricht.
Mit solchen Zeiten ist esnoch m•oglich, in Echtzeit die erw•ahnten Bewegungenvon Hin-
dernissenvon einemBenutzer ausf•uhren zu lassen.
Die Zeit zur Berechnung einer Szeneh•angt im Wesentlichen von der DimensiondesUni-
versumsab. DieseZeit steigt sehr schnell an. In Tabelle 6.1 wurden die Zeiten f•ur ver-
schiedeneAu
•osungender SzeneausBild 5.3aufgelistet.Die Zellenzahlsteigt kubisch an.
Das hei�t, dassbei einer Verdopplungder Gitterdimension sich die Anzahl der Zellen im
Universum verachtfacht. Die Rechenzeit dagegenverh•alt sich anders.Sie steigt schneller
an, z.B. bei der Verdopplung der Ausma�e von Test Nr. 1 zu Nr. 4 steigt sie um das
42fache an. DieserAnstieg nimmt bei h•oherenDimensionenab. So steigt die Rechenzeit
bei Verdopplungder Gittergr•o�e von Test 4 auf Test 8 nur noch um das17fache an. Ab-
bildung 6.2 zeigt diesenVerlauf als Kurve.
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Abbildung 6.2: Graph zur Tabelle 6.1

Ein komplexererVerlauf einerStr•omung wird in Abbildung D.7 gezeigt.Man erkennt wie
der Rauch jedeNische ausf•ullt. Oben links wurde ein Loch in die Wand modelliert durch
welchesder Rauch erwartungsgem•a� entweicht.
Eine Erkenntnis beim Experimentieren mit komplexenSzenenist, dassdie Dauer der Si-
mulation pro Zeitschritt im Wesentlichen von der Dimension desUniversumsund nicht
von der Anzahl der Objekte abh•angt. Das ist darin begr•undet, dasszur Beachtung al-
ler Hindernisseimmer s•amtliche Voxel desin Abschnitt 5.3.1eingef•uhrten Feldesbounds
durchlaufen werden. DiesesFeld wird nur einmal vor Beginn der Simulation oder wenn
sich die Position von Objekten ver•andert erstellt. Es wird getestet,ob ein Voxel von ei-
nem Hindernissausgef•ullt wird. Die n•otige BehandlungdiesesFalles erfordert nur wenig
Aufwand und f•allt in der Gesamtzeit nicht in dasGewicht. Eine Untersuchung mit einem
Pro�ler ergab, dass41% der Rechenzeit f•ur den Projektschritt, also die Herstellung der
Divergenzfreiheit,zusammenmit dem Vorticity Con�nement ben•otigt wird. Dicht darauf
folgte der Transportschritt mit 39%.

Als Beispiel f•ur eine Animation einer Quelle dient die Bilderfolge D.4. Hier sorgt das
Szenenskript f•ur die Bewegung der Quelle. In dem Skript wurden zwei Schleifen pro-
grammiert, die f•ur dieseBewegungenverantwortlich sind. Da durch einfache Befehledas
Skript leicht zu programmierenist, k•onnensobeliebigeBewegungenerzeugtwerden.Eine
Erl•auterung der von Dusty zur Verf•ugung gestellten Befehle �ndet sich in Anhang A.
Eine allgemeineEinf•uhrung zur Skriptsprache wird in [2] gegeben. Eine Bewegungvon
Objekten mittels einer einfache Schleife, wurde in Abschnitt 5.4.1gezeigt.
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Abbildung 6.3: Zu grobesGitter beim Zeichnen einesLogos(60x60x5)

F•ur die Abbildungen D.5 wurden die Zeichenroutinen von Dusty zum Erzeugendes
Logos des Instituts f•ur Computergraphik der Uni-Rostock benutzt. Diesesbesteht aus
Kurven und Geraden.Mit diesenRoutinen kann Materie mit einer bestimmten Tempe-
ratur in das Universum gezeichnet werden. Beim Start der Simulation verdampft quasi
die Materie und l•ost sich auf. Das ist sehrgut in der Bilderfolge zu erkennen.Diesesind
Einzelbilder auseinererzeugtenVideosequenz.Zum GenerierendesFilms wurden die ein-
zelnenBilder der Simulation mit Dusty gespeichert und mit dem freien MPEG Encoder
mpeg2enc[3] zu einer Sequenzkonvertiert. Die Au
•osungwurde mit 120x120x5relativ
hoch gew•ahlt, damit die Zeichnung nicht zu grob wird und die ZellendesGitters sichtbar
werden(Abbildung 6.3). Die Simulationszeit betrug ca. 800mspro Bild. Da hier nur eine
Simulation im zwei dimensionalengefordert ist, konnte die Tiefe des Universumsklein
gew•ahlt werdenund damit die Rechenzeit relativ niedrig gehaltenwerden.Zum Erstellen
der Bilder f•ur eineAnimation ist allerdingsauch keineBerechnung in Echtzeit n•otig.

Als zus•atzliche M•oglichkeit zur Visualisierungder Str•omungen,wurde ein Partikelsystem
in Dusty integriert. Abbildung D.2 zeigt ein Beispielmit dieserM•oglichkeit zur Visuali-
sierungder Str•omung. Mit dem Partikelsystemkann der Verlauf der Str•omung besserals
mit Rauch beobachtet werden, da der Weg einzelnerPartikel verfolgt werden kann. Es
k•onnen beliebig viele Partikelquellenin einem Universum verteilt werden. So kann man
den Str•omungsverlauf f•ur jede Position im Universumgenauuntersuchen.
Eine weitere M•oglichkeit zur Str•omungsvisualisierungbietet Dusty mit der Anzeigevon
Stromlinien. Mit ihnen wird der Verlauf der Str•omung durch Linien dargestellt. Abbil-
dung D.8 zeigt ein Beispiel f•ur dieseVisualierungsart. Die Stromlinien k•onnen w•ahrend
der Simulation beliebig zu- oder abgeschaltet werden.

6.2 Ausblic k
Mit Dusty wurde ein 
exibles Grundger•ust zum Experimentieren mit Fluids in der Com-
putergraphik gescha�en. Dieseskann jedoch noch ausgebautwerden.Der erstePunkt ist
die DarstellungdeserzeugtenRauches.DasHardwarerenderingund die Visualisierungmit
Partikeln geben bereits einen guten Einblick in die Str•omungsmechanik. Die Ergebnisse
sind aber nur bedingt f•ur professionelleVideoproduktionen geeignet.Um die Qualit•at der
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Abbildung 6.4: Simulation von Rauch mit Raytracing und Photonmapping (aus [7])

Bilder zu verbessern,sind Verfahren wie Raytracing und Photonenmappingnotwendig.
Mit diesenVerfahrenkann die StreuungdesLichtes durch den Rauch berechnet werden.
Zus•atzlich ist mit Raytracing das Erzeugenvon Schatten m•oglich. In [7] verwendeten
Fedkiw et al. Photonenmappingnach Jensen[12] zum Renderndessimulierten Rauches.
Damit ist einequalitativ hochwertige Produktion m•oglich. Ein Verfolgender Simulation
in Echtzeit ist dann nat•urlich nicht mehr m•oglich. Abbildung 6.4 zeigt ein Beispiel f•ur,
von Fedkiw erzeugten,Rauch mit Photonenmapping.

Beim Betrachten der Messwerte ausTabelle 6.1, stellt sich die Frage,ob esnicht m•oglich
ist, ein gro�es Universum aus z.B. vier kleinerenzu bilden. Eine Verdopplung der Ma�e
von z.B. Test 3 w•urde dann theoretisch 4 � 215 = 860msstatt, wie in Test 7, 4800ms
ben•otigen. Man h•atte alsoeine •uber f•unf mal schnellereBerechnung der Szene.

W•unschenswert w•are es auch, beliebige Polygonobjekte als Hindernissezu verwenden.
Dazu sind Routinen n•otig die dieseObjekte in Voxel konvertieren k•onnen.Weiterhin wird
dasBerechnen der Randbedingungenan den Objektr•andern erschwert.
Die Simulation in Dusty ist sehrallgemeingehalten.Um spezielleE�ekte bessererzeugen
zu k•onnen, wurde der StableFluids Algorithmus mehrfach erweitert. In Dusty ist das
Erzeugenvon Feuerdurch einegeeigneteFarbwahl der zugef•ugten Dichte m•oglich. Fedkiw
et al. beschreiben in [22] einegenauereSimulation von Feuer.Grundlageist dabei wieder
der StableFluids Algorithmus. Siemodellierendort eineFlamme ausmehrerenTeilendie
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unterschiedliche physikalische Eigenschaften haben.Zum Beispielwird der bl•auliche Kern
einer Kerzen
amme einzelnsimuliert.

Interessant ist die Simulation von Explosionen.F•ur Dusty wurden die inkompressiblen
Navier-StokesGleichungenverwendet. Der E�ekt der Viskosit•at ist unbedeutendbei Ga-
sendie mit groben Gittern, wie beim StableFluids Algorithmus, simuliert werden,da die
numerische Dissipationdiese•uberlagert.Sind die Geschwindigkeiten desRauchesweit we-
niger als die Schallgeschwindigkeit k•onnen kompressibleE�ekte ebenfalls vernachl•assigt
werdenund esk•onnendie Gleichungenf•ur inkompressiblesFluid verwendet werden.Das
vereinfacht die Berechnung erheblich. Anders sieht dasbei Explosionenaus.Hier m•ussen
die kompressiblenNavier-StokesGleichungenbenutzt werden.Yngveet al. zeigenin [35]
die Verwendung dieser Gleichungen zum Animieren von Explosionen.Eine Darstellung
von Explosionenmit Partikeln geben Feldmanet al. in [14].

Wie gezeigt,steigt mit der Gr•o�e desSimulationsgitters die Rechenzeitschnell an. Um Ex-
plosionenmit einemGitter von 2000x2000x2000e�zien t berechnenzu k•onnen,entwickel-
ten Rasmussenet al. [19] ein Verfahren, um nur die zwei dimensionalenNavier-Stokes
Gleichungen l•osenzu m•ussen.Aus den berechneten Werten konnte durch Interpolation
ein 3D Bild erzeugtwerden. In diesemFall reduziertesich die Rechenzeit um den Faktor
2000.Die erzeugtenAtomexplosionenwurden f•ur dem Film Terminator 3 verwendet.

Ein weiteres Anwendungsfelddes (modi�zierten) Stable Fluids Algorithmus ist die Si-
mulation von Fl•ussigkeiten. Foster et al. zeigenin [8] dieseSimulation. Dort werden die
inkompressiblenNavier-StokesGleichungen benutzt. Die bei semi-Lagrange Verfahren
•ublichen gro�en Zeitschritte sorgenallerdings f•ur einenumerische Dissipation welche f•ur
Gasevisuell noch akzeptabel sind, dagegenbei Fl •ussigkeiten st•orend wirken. Es entsteht
ein Rauschen. Deshalbverwendetensief•ur denTransport der Fl •ussigkeitspartikel Metho-
dendie denCLF Bedigungen(sieheGlossar)gen•ugen.F•ur die Berechnung der Geschwin-
digkeiten wurden dagegenwieder semi-LagrangeVerfahrenbenutzt. Sie verwendetenihr
Verfahrenzum Simulieren von Milch und Schlamm in dem Animations�lm Shrek.

Die gr•o�te, noch anstehende,Aufgabe wurde vom Clay Mathematics Institute of Cam-
bridge, Massachusetts ausgeschrieben. In Anlehnung an die von David Hilbert im Jahr
1900 aufgestellten gr•o�ten Mathematischen Probleme, wurden 100 Jahre sp•ater am
24.5.2000sieben neue Probleme aufgestellt. Eine der Aufgaben ist die Erforschung ei-
ner genauenTheorie zum exaktenL•osender Navier-StokesGleichungen.Das ist bis jetzt
nicht m•oglich und man behilft sich, wie auch in dieserArbeit, mit Ann•aherungendurch
Approximation. Als Anreiz sind f•ur die L•osungdiesesProblems 1 Million Dollar ausge-
schrieben.
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Anhang A
Befehlssa tz von Dusty

In dieserSektion wird der, f•ur Dusty erweiterte, BefehlssatzdesInterpreters LUA vor-
gestellt. Die Befehlesind Methoden die auf ein bestimmesObjekt angewendet werden.
Sie k•onnenin drei Typen eingeteilt werden.

1. Globale Methoden

2. Methoden f•ur Container

3. Methoden f•ur Objekte und Quellen

A.1 Globale Metho den
Globale Methoden haben die Form dusty.befehl() . Sie sind Methoden der Instanz
dusty . Diesesteht dem Skript sofort zur Verf•ugung.

abort
dusty.abort()

Funktion:
Erzwingt eineBeendigungdesSkriptinterpreters

delay
abort = dusty.delay(time)

time 
oat Wert f•ur Zeit in Sekunden

Funktion:
Festlegender Zeit die dasSkript warten soll, bis esweiter abgearbeitet wird.

dostep
dusty.dostep()

65
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Funktion:
Fordert explizit die Ausf•uhrung einesSimulationsschrittes an. Vorher muss interstep
auf false gesetztwerden

in ternstep
dusty.interstep(step)

step true oder false

Funktion:
Hiermit wird festgelegt,ob ein Simulationsschritt Dusty -Intern erfolgt oder explizit in
einemSkript aufgerufenwird.

newcontainer
container = dusty.newcontainer(x, y, z, colormode, usetemp)

x,y,z DimensiondesContainers in Zellen als Integerwerte
colormode COLORoder MONO
usetemp USETEMPwenn die Temperatur beachtet werdensoll, sonstnull

Funktion:
Erzeugt einenneuenContainer (Universum), in dem eineSzeneaufgebautwerdenkann.
Zur Zeit kann nur ein Container verwendet werden.

saveframe
dusty.saveframe()

Funktion:
Speichert dasaktuelle Bild

voxelize
dusty.voxelize()

Funktion: F•uhrt explizit dazu, das die Szenein Voxel umgewandelt wird. Das hei�t,
Hindernissewerdender Szenebekannt gemacht.
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A.2 Metho den f•ur Con tainer
Die Methodenf•ur einenContainer setzenvorraus,dassvorhermit dusty.newcontainer()
ein solcher erzeugtwurde. Die nachfolgendenMethoden werdenmit con:methode() auf-
gerufen.con ist ein vorher erzeugterContainer.

dra wcurv e
con:drawcurve(p1,p2,p3,p 4,s eg,r ,g,b ,t)

p1{p4 Punkte ausdenendie B�ezierkurve gezeichent werdensoll.
seg Anzahl der Segmente der Kurve
r,g,b Farbe der Kurve
t Temperatur

Funktion:
Zeichnet eine B�eziercurve aus den vier Punkten p1{p4. Ein Punkt wird folgenderma�en
im Skript de�niert: p = f x,y,z g. Essind nur Ganzzahlwerte zugelassen.Die Koordinaten
beziehensich auf die Zellen desContainers.

dra wline
con:drawline(x1,y1,z1,x2 ,y2 ,z2, r,g, b,t)

x1{z2 Anfangs-und Endpunkt der Linie. Koordinaten sind Ganzzahligund beziehen
sich auf die Zellen desContainers

r,g,b Farbe der Linie
t Temperatur

Funktion: Zeichnet eineLinie mit der angebenenFarbe.

enable bound
con:enable bound(bound)

bound true oder false

Funktion: Legt fest, ob der Rand desContainers ber•ucksichtigt werdensoll.

enable vort
con:enable vort(vort)

vort true oder false

Funktion:
Hiermit kann dasVorticity Con�nement ein- oder ausgeschaltet werden.
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newob ject
con:newobject(type,x,y,z,n ame)
con:newobject(type,p1,p2,n ame)

type SPHEREoder BOX
x,y,z GanzzahligeKoordinaten desObjektes im Container wenn der type SPHEREist
p1,p2 Eckkoordinaten einesQuaders
name Eindeutiger NamedesObjektes

Funktion:
Erzeugt ein neuesObjekt mit den Koordinaten x,y,z im Universum. Wird als type BOX
angegeben, werden die Koordinaten der Eckpunkte einesQuadersverlangt. Ein Punkt
wird mit p = f x,y,z g angegeben. •Uber den Namen kann das Objekt in Dusty direkt
ausgew•ahlt werden.

newsource
con:newsource(x,y,z,name)

x,y,z GanzzahligeKoordinaten der Quelle im Container
name Eindeutiger Nameder Quelle

Funktion:
ErzeugteineneueQuellemit denKoordinaten x,y,z im Universum. •Uber denNamenkann
die Quelle in Dusty direkt ausgew•ahlt werden.

rotate
con:rotate(a,x,y,z)

a Winkel in Rad
x,y,z Rorationsachse

Funktion:
Rotiert den Container um den Winkel a. Die Rotationsachsewird mit den Flie�k omma-
zahlenx,y,z angegeben. Z.B mit 1,0,0 wird um die x Achserotiert.

set alphascale
con:set alphascale(alpha

alpha Alphawert als Flie�k ommazahl,0..1

Funktion:
Bestimmt die Durchsichtigkeit des Rauches. Null ist absult durchsichtig, ein Wert von
einsmacht den Rauch undurchsichtig.
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set densscale
con:set densscale(dens)

dens Skalierungswert f•ur die Materie, 0..1

Funktion:
Mit dieserFunktion kann die Dichte der Materie skaliert werden.

set di�
con:set diff(diff)

di� Flie�k ommazahl,die die Di�usion festlegt

Funktion:
Explizites Setzender Di�usion.

set dissipate
con:set dissipate(diss)

diss Flie�k ommazahl,die die Dissipation festlegt

Funktion:
Explizites Setzender Dissipation.

set matter
con:set matter(x,y,z,r,g,b)

x,y,z Ganzzahlkoordinanten im Container
r,g,b Farbwert der Materie

Funktion:
Explizites Setzenvon Materie.

set path trace
con:set pathtrace(mode)

mode EULERoder RUNGE

Funktion:
Mit der Funktion wird bestimmt, welches Verfahren f•ur die Partikelverfolgung im Ad-
vektions Teil benutzt werdensoll. Es kann zwischen dem Euler- und dem Runge-Kutta-
Verfahrengew•ahlt werden.Runge-Kutta ist genauerals Euler aber zeitaufw•andiger.
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set timestep
con:set timestep(time)

time Flie�k ommazahlf•ur den Zeitschritt, 0 ...1

Funktion:
Explizites SetzendesZeitschrittes.

set visc
con:set visc(visc)

visc Flie�k ommazahlf•ur die Viskosit•at, 0 ...1

Funktion:
Explizites Setzender Viskosit•at.

set vort
con:set vort(vort)

vort Flie�k ommazahlf•ur dasVorticit y Con�nement, 0 ...1

Funktion:
Explizites SetzendesVorticit y Con�nement.

A.3 Metho den f•ur Ob jekte und Quellen
Die Methoden f•ur Objekte und Quellen setzenvorraus, dassvorher mit c:newsource()
oder c:newobjekt() neueQuellen und Objekte erzeugtwurden. Die nachfolgendenMe-
thodenwerdenmit o:methode() oder s:methode() aufgerufen.o ist ein vorher erzeugtes
Objekt und s einevorher erzeugteQuelle.

A.3.1 Ob jektmetho den

set place
o:set place(x, y, z)

x,y,z Ganzzahlkoordinanten im Container

Funktion:
Bewegt ein Objekt an die angegeben Position.
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set scale
o:set scale(s)

s Scalefaktor

Funktion:
Vergr•ossernoder Verkleinern einsObjektes

set show
o:set show(sh)

sh Boolean

Funktion:
Bestimmung ob ein Objekt sichtbar seinsoll.

A.3.2 Quellenmetho den

set dens
s:set dens(r, g, g)

r,g,b Werte f•ur Dichte

Funktion:
Legt die Dichtewerte fest, mit der Materie in einenContainer eingef•ugt wird.

set force
s:set force(u, v, w)

u,v,w Geschwindigkeitswerte f•ur die x,y,z-Achse

Funktion:
Legt die Geschwindigkeiten f•ur jede Achsefest. Es kann alsobestimmt werdenin welche
Richtung eineQuelle Kr•afte abgibt.

set place
s:set place(x, y, z)

x,y,z Ganzzahlkoordinanten im Container

Funktion:
Bewegt ein Quelle an die angegeben Position.
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set show
s:set show(sh)

sh Boolean

Funktion:
Bestimmung ob ein Quelle sichtbar seinsoll.

set settemp
s:set settemp(t)

t Temperatur

Funktion:
Bestimmt die Temperatur einer Quelle.



Anhang B
L •osung schwach besetzter

Gleichungssysteme

Wie schon in Kapitel 3 gezeigt,entstehen beim Diskretisieren von Poisson-Gleichungen
gro�e Gleichungssysteme.DieseGleichungssystemesind nur schwach besetzt.Das hei�t,
essind Systemeder Form Ax = b, bei denender Gro�teil der Koe�zien ten der Matrix A
gleich Null ist. Im Allgemeinensind nur einigeDiagonalenmit Werten ungleich Null be-
legt. Standardalgorithmenzur L•osunglinearer Gleichungssystemesind f•ur Berechnungen
mit schwach besetztenMatrizen nur bedingt geeignet.Daf•ur gibt esfolgendeGr•unde:

1. Der Speicheraufwand von O(n2) ist f•ur schwach besetzteMatrizen nicht notwendig;
esgen•ugt, die Elemente ungleich Null abzuspeichern. DiesemPunkt kommt deshalb
einesogro�e Bedeutungzu, da die Dimensionenbei dieserArt von Matrizen meist
deutlich gr•o�er sind (z.B. n = 100:000) als bei voll besetztenSystemen.

2. Die Algorithmen sind ine�zien t, da z.B. bei den Matrix-V ektorprodukten viele Tei-
le durch Multiplik ation mit Null verschwinden (Aufwand normalerweisebei O(n3)
kann deutlich gedr•uckt werden).

Solche Systemewerden daher e�zien t numerisch mit iterativ en Verfahren gel•ost. Die
Matrizen, die man •ublicherweisein der Str•omungsmechanik erh•alt, sind symmetrisch und
positiv de�nit. Diesesbeg•unstigt die Anwendungiterativ er Verfahren.Im Weiterensollen
folgendeVerfahrenvorgestellt werden:

� Gau�-Seidel Verfahren

� SOR-Verfahren

� Verfahrender konjugierten Gradienten

Diesessind die g•angigsten Verfahren, die zum L•osen der Poisson-Gleichungen in der
Str•omungsmechanik benutzt werden.
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B.1 Gau�-Seidel Verfahren
Wir nehmenan, alle x-Werte (bis auf den zu berechnenden i -ten) sind schon bekannt.
L•ost man die i -te Gleichung desSystemsAx = b nach der i -ten Komponente von x auf,
soerh•alt man:

xk+1
i :=

bi �
P i � 1

j =1 aij xk+1
j �

P n
j = i+1 aij xk

j

aii
(1)

Mit k wird der Iterationsschritt angegeben. Zur Berechnung der k-ten Ann•aherung der
i -ten Variablen verwendet man die (in diesem k-ten Iterationsschritt schon berechne-
ten) x-Werte x1 : : : x i � 1 und die im letzten Iterationsschritt (k � 1) berechneten x-Werte
x1+1 : : : xn . Angewendet auf eine2 dimensionalePoisson-Gleichung sieht Gleichung 1 fol-
genderma�enaus:

xk+1
ij =

1
4

[xk+1
i � 1;j + xk

i+1 ;j + xk+1
i;j � 1 + xk

i;j +1 � (� x)2bij ]:

Wie man sieht, mu� nur der Unbekanntenvektor gespeichert werden, da die Koe�zien-
tenmatrix nur mit den Werten 4 und 1 gef•ullt ist.

B.2 SOR-V erfahren
Das SOR (successivoverrelaxation) Verfahrenist eineErweiterung desGau�-Seidel Ver-
fahren. Der Grundgedanke besteht darin, dasseine einmal eingeschlageneRichtung zur
wahren L•osung hin nicht komplett falsch sein kann und man daher gleich einen etwas
gr•o�eren Schritt wagenkann. Au�erdem l•a�t man den vorhergehendenIterationsschritt
in die Berechnung der neuenRichtung mit ein
ie�en. Man m•ochte mit diesemVorgehen
die Konvergenzgeschwindigkeit desGau�-Seidel Verfahrensdeutlich steigern.
Die Di�erenz zwischen zwei Iterationsschritten wird als Residuumbezeichnet:

r = xk+1
ij � xk

ij

Man versucht nun dieserKorrektur der L•osung,zwischen zwei Iterationsschritten, einen
gr•o�eren Ein
u� zur Beschleunigung der Iteration zu geben. Dieseserreicht man durch
eineMultiplik ation mit einemFaktor ! . Man erh•alt:

xk+1
i := ! �

bi �
P i � 1

j =1 aij xk+1
j �

P n
j = i+1 aij xk

j

aii
+ (1 � ! ) � xk

i (2)

F•ur die 2 dimensionalePoisson-Gleichung ergibt sich:

xk+1
ij = (1 � ! )xk

ij +
!
4

[xk+1
i � 1;j + xk

i+1 ;j + xk+1
i;j � 1 + xk

i;j +1 � (� x)2bij ]:

Kritisch ist hier die Wahl von ! . Dieser Wert kann zwischen 0: : : 2 liegen. F•ur ! = 1
erh•alt man dasGau�-Seidel Verfahren.Die Wahl von ! kann von demkonkretenProblem
abh•angig sein. F•ur 1 < ! < 2 spricht man von einer •Uberrelaxation und f•ur 0 < ! < 1
von einer Unterrelaxation. Als Richtwert kann man ! = 1; 7 benutzen. Letztendlich gilt
folgenderSatz:
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Satz Ist A eine symmetrische und positiv de�nite Matrix, so konvergiert das SOR-
Verfahrenf•ur jedes! ausdem Intervall (0; 2) und f•ur jeden beliebigenStartvektor.

Weitere Informationen zum SOR-Verfahren�ndet man in [11, 16].

B.3 Verfahren der konjugierten Gradien ten
Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) sind e�zien te L•osungsalgorith-
men f•ur symmetrische, positiv de�nite Systeme.Sie basierenauf der Verwendung von
Korrekturrichtungen bei der Aktualisierung der Iterationen und Residuen.Dabei mu� je-
weils nur einegeringeAnzahl von Vektoren gespeichert werden.
Damit bestimmte Orthogonalit•atsbedingungender Vektorfolgen erf•ullt bleiben, werden
bei jeder Iteration zwei innere Produkte zur Berechnung von skalaren Korrekturgr•o�en
gebildet. Bei symmetrischen, positiv de�niten linearen Systemenbewirken dieseBedin-
gungen,da� der Abstand zur exaktenL•osungin der verwendetenNorm minimiert wird.
Anstelle des linearen GleichungssystemsAx = b wird iterativ die •aquivalente Minimie-
rungsaufgabe gel•ost. Es gilt

Ax = b

und minimiere

F (x) =
1
2

xT Ax � xT b

sind •aquivalent. Den Beweis erh•alt man mit der Hilfsfunktion

E(x) =
1
2

(Ax � b)T A � 1(Ax � b):

Da auch A � 1 positiv de�nit ist, gilt E(x) > 0. Somit ist E(x) genaudann minimal, wenn
gilt Ax � b= 0.
Die Berechnung von E(x) ergibt unter Verwendungvon AT = A

E(x) = F (x) +
1
2

bT A � 1b

Daraus folgt, dassE(x) und F (x) an derselben Stelle minimal sind, d.h.

F (x) != Min. , Ax � b= 0:

Die Richtung desst•arksten Abstiegseiner Funktion ist durch ihren negativen Gradienten
gegeben. F•ur F gilt:

r F (x) = Ax � b:

Es besteht alsodie Aufgabe, jenenPunkt zu suchen, in dem der Gradient verschwindet.
Gegeben ist eine symetrische, positv de�nite n � n Matrix A. Gesucht ist die L•osung
x des linearen GleichungssystemsAx = b. Es l•asst sich folgender Algorithmus f•ur das
CG-Verfahrenangeben:
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1. Startpunkt x0 2 Rn (beliebig) d0 = � g0 = � (Ax 0 � b). Falls g0 = 0, kann abgebro-
chen werden,x0 ist dann die L•osung.

2. F•ur k = 0; 1; : : : ; n � 1 werdennacheinanderberechnet:

(a) � k = � dT
k gk

dt
k Ad k

(b) xk+1 = xk + � kdk mit f xk+1 2 x0 + Uk+1 (d0; : : : ; dk)g

(c) gk+1 = gk + � kAdk mit f gk+1 ? d0; : : : ; dk ; gk+1 62Uk+1 (d0; : : : ; dk)g Gilt zu
vorgegebenen" > 0 jjgk+1 jj 1 < ", kann dann abgebrochen werdenmit xk+1

als L•osung.

(d) � k =
gT

k +1 Ad k

dT
k AD k

(e) dk+1 = � gk+1 + � kdk mit f dk+1 ? Adk ; dk+1 62Uk+1 (d0; : : : ; dk)g

Vorteile desVerfahrenssind:

� leichte Vektorisierbarkeit und Parallelisierbarkeit, sowie

� rasche Konvergenz.Diesewird aber mit einemgr•o�eren Rechenaufwand pro Schritt
erkauft.

Nachteil desVerfahrensist die gro�e Emp�ndlic hkeit gegenRundungsfehler.F•ur h•ochste
Qualit•at, emp�ehlt Stam jedoch diesesVerfahren. Zur Implementation kann das C++
Templatevon [1] benutzt werden.



Anhang C
Glossar

Alphak anal Im Alphakanal werden bei verschiedenenBildformaten (z.B. PNG, PSD
oder TIFF) Transparenzinformationenzus•atzlich zu den eigentlichen Bilddaten ge-
speichert. In der Regelwird hierf•ur ein zus•atzlichesByte pro Pixel verwendet,dessen
Wert die Durchl•assigkeit desBildes gegen•uber dem Hintergrund beschreibt.

CFD Die CFD (computational 
uid dynamics) beinhaltet Verfahren zur numerischen
Berechnung str•omenderMedien.

CFL Bedingungen Die Courant-Friedrichs-LevyBedingungensindwichtige Stabilit•ats-
bedigungenin der numerischenSimulation. Siebegrenzendie Gr•o�e einesZeitschrit-
tes � t w•ahrendder Simulation. Die CFL Bedingungenh•angenvon demverwendeten
physikalischen Systemzur Modellierung der Simulation und den benutzten Diskre-
tisierungsmethoden ab. Im konkreten Fall der Fluid Simulation bedeutet das, dass
kein Partikel desFluids in der Zeit � t mehr als eineGitterweite h zur•ucklegendarf.
Es muss also gelten:juj� t < h. Hierdurch wird eine Simulation langsam.Der im
StableFluids Algorithmus verwendetesemi-LagrangeAnsatz ist nicht von denCFL
Bedingungenabh•angigund erlaubt damit gro�e Schritt weiten die f•ur eineschnellere
Simulation sorgen.

Di�usion Di�usion ist der Mechanismus, mittels dessensich mikroskopische Partikel in
Fl •ussigkeiten oder Gasenfrei oder durch (semi)permeableBarrieren hindurch aus-
breiten. Grundlageder Di�usion ist die Brownsche Molekularbewegung.Die Di�u-
sion ist eineR•aumliche Verteilung ohneEin
uss von Str•omungen.

Div ergenz Die AnwendungdesNabla-Operatorsr auf ein Vektorfeld f ergibt •uber das
Skalarprodukt r � f ein skalaresFeld, das in jedem Punkt desRaumesangibt, ob
dort Feldlinien entstehen oder verschwinden. Am Ort einer positiven Punktladung
w•are die Divergenz des elektrischen Feldes beispielsweise gr•o�er als Null, da an
diesemPunkt Feldlinien entstehen.Punkte mit positiver DivergenzwerdenQuellen
genannt, Punkte mit negativer DivergenzdagegenSenken.

Fluid Ein Fluid ist ein Material, dasScherkr•aften nicht widerstehenkann.
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Gradien t Ein Feld, demeineskalareFunktion f zugrundeliegt, ordnet jedemPunkt des
De�nitionsraumes von f eineZahl zu. Ein Beispiel f•ur ein solchesskalaresFeld im
dreidimensionalenRaum w•are die Temperatur, die Dichte, oder das Potential, die
an jedem Ort durch eine Zahl (plus Einheit) beschrieben werden k•onnen.Die An-
wendungdesNabla-Operators r auf f ergibt ein Vektorfeld, dasGradient genannt
wird. Der Gradient zeigt an jedem Punkt des Raumesin die Richtung des st•ark-
sten Anstiegs, sein Betrag gibt die Steigung in dieseRichtung an. Ist das skalare
Feld ein Potential, sogibt der negative Gradient desFeldesdaszugeh•origeKraftfeld
an. Anschaulich klar ist das im Fall desGravitationsfeldes:Ein K•orper f•allt in die
Richtung, in der die •Anderung seinesPotentiales maximal ist.

laminare Str•omung Die laminare Str•omung ist die Bewegung von Fl•ussigkeiten und
Gasen,bei der keine Turbulenzen (Verwirbelungen) auftreten. Bei der laminaren
Str•omung verh•alt sich der Fliesswiderstandproportional zur Str•omungsgeschwin-
digkeit.

Rotation Neben demSkalarprodukt k•onnenzwei Vektorenauch •uber dasKreuzprodukt
miteinander verkn•upft werden.Bildet man r � f erh•alt man eineVektorfunktion,
die Rotation genannt wird und die die Wirb el von f charakterisiert.

Semaphore Semaphorendienender Synchronisation von Prozessen.JedeeinzelneSema-
phore besitzt Speicherplatz f•ur einennicht-negativen Ganzzahlwert. Das besondere
an diesenStrukturen ist, dasssiezum Blockieren und Freigeben von Prozessenbe-
nutzt werden k•onnen. Das hei�t, ein Proze� kann einen bestimmten Wert in eine
Semaphoreschreiben und dann seineWeiterausf•uhrung solangeunterbrechen, bis
ein erwarteter andererWert in der Semaphoresteht.

Thread Eine Instanz der Ausf•uhrung einesProgrammes,aber mit etwas weniger Ge-
wicht als ein Proze�, da zu einemProze� mehrereThreadsgeh•oren k•onnen,die alle
RessourcendesProzessesgemeinsamnutzen.

turbulen te Str•omung Die turbulente Str•omung ist die Bewegung von Fl•ussigkeiten
und Gasen, bei der Turbulenzen (Verwirbelungen) auftreten. Bei der turbulen-
ten Str•omung verh•alt sich der Fliesswiderstand proportional zum Quadrat der
Str•omungsgeschwindigkeit.

Visk osit •at Die Viskosit•at gibt die Z•ahigkeit von Fl•ussigkeitenund Gasenan. Bewegt sich
ein fester K•orper mit der Geschwindigkeit v durch eine ruhendeFl•ussigkeit, dann
ist im Allgemeinenzur Aufrechterhaltung der Bewegungeine Kraft F erforderlich,
die von der Gr•o�e und Form desK•orpersund einer Eigenschaft der Fl •ussigkeit, der
dynamischen Viskosit•at, � , abh•angt.



Anhang D
Abbildungen

Abbildung D.1: Feuersimulation (30x30x10)
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Abbildung D.2: Visualisierungdurch Partikeln (30x15x10)

Abbildung D.3: Beispiel f•ur 2D-Rauch (70x50x3)
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Abbildung D.4: Animation einer Quelle (24x30x10)

Abbildung D.5: VerdampfendesICG Logos(120x120x3)
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Abbildung D.6: Feuermit Alphakanal (30x30x10)

Abbildung D.7: Rauchverteilung in einer komplexenSzene(35x35x35)
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Abbildung D.8: Visualisierungdurch Str•omungslinien (25x25x25)
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Thesen

1. Die realit•atsnaheSimulation von Feuerund Rauch ist immer noch einegro�e Her-
ausforderungin der Computergraphik.

2. Bei der Simulation von Rauch handelt essich um eineStr•omungssimulation. Exakte
Str•omungssimulation ist sehraufw•andig und kann seltenauf einemStandard-PC in
Echtzeit erfolgen.

3. Der StableFluids Algorithmus basiert auf den, in der Str•omungsmechanik benutz-
ten, Navier-StokesGleichungen.Der Algorithmuserlaubt die Verwendungeinesgro-
ben Diskretisierungsgittersund relativ gro�e Zeitschritte ohnedasder Algorithmus
instabil wird. Hierdurch wird eineStr•omungssimulation in Echtzeit m•oglich.

4. F•ur die vollst•andige analytische L•osungder Navier-StokesGleichungen, existieren
noch keine Verfahren. Daher erfolgt die L•osungdurch Approximation mittels der
Finite Di�erenzen Methode.

5. In dieser Diplomarbeit wurde ein Animationssystem, basierend auf dem Stable
Fluids Algorithmus, entworfen und implementiert. Mit dem SystemDusty k•onnen
in Echtzeit die drei-dimensionalenNavier-StokesGleichungenauf einemStandard-
PC gel•ost werden. In das Simulationsgebiet k•onnen beliebig viele Hindernisseein-
gef•ugt werden,die realit•atsnah den Str•omungsverlauf beein
ussen.

6. Zum Erstellen und Animieren von Szenenwurde in Dusty ein Skriptsystem in-
tegriert. Hierzu wurde die Skriptsprache LUA verwendet, die um eigeneDusty
spezi�sche Befehleerweitert wurde. Mit diesemBefehlssatzk•onnenschnell Szenen
erstellt und animiert werden.

7. Ein Volumenrenderingerfolgt durch OpenGL. Die Ergebnissef•ur Feuere�ekte sind
mittels Alphakanal f•ur kleine Filme�ekte nutzbar. In komplexenSzenenkann die
Ausbreitung von Rauch verfolgt werden. Das Str•omungsfeldkann durch ein Parti-
kelsystemund Stromlinien visualisiert werden.
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