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Abstra ct

Die realitatsnaheSimulation von Feuerund Raud ist immer noch einegro e Herausforde-
rung in der Computergraphik. Da essich hier um Problemeaus der Stromungsmebanik

handelt, kann auf Methoden der CFD (computational uid dynamics) zurackgegri en

werden. In dieserDiplomarbeit wurde das AnimationssystemDusty ertwickelt, um da-
mit, unter Benutzung des Stable Fluids Algorithmus von Jos Stam, in Echtzeit Rauch

und Feuerzu simulieren. Durch ein exibles SkriptsystemkennenSzenererstellt und ani-

miert werden.Eskennenzusatzlich Hindernissein den Simulationsraum eingetigt werden,
weldhe den Stromungs\erlauf in realitatsnaherWeisebein ussen. Eine Beein ussungder
Simulation durch externe Wind- und Temperaturfelder ist ebenfalls meglich. Die vorlie-

gendeArbeit gibt einenUberblick uber die Grundlagender Stremungsmebanik, erlautert

austihrlich den berutzten StableFluids Algorithmus und dasin dieserArbeit entwickelte

Animationssystem.

Realistic simulation of re and smole is still a challenging problem in computer gra-

phics. Becausetheseproblemsare a kind of uid-dynamics we can use methods of CFD

(computational uid dynamics).In this diploma thesisthe animation systemDusty was
deweloped using the StableFluids Algorithm from Jos Stam It allowesto simulate smole

and re in realtime. With a exible scripting systemone can build and animate scenes.
Containing obstaclescan be placedwithin the simulation universumto a ect the uid in

a nearrealistic way. This paper extensivly explainsthe StableFluids Algorithm and gives
a short introduction to the uid-dynamics theory.

CR-Categories:  1.3.5 [Computer Graphics] Computational Geometry and Object
Modeling|Ph ysically based modeling; 1.3.7 [Computer Graphics] Three-Dimensional
Graphics and Realism|Animation

Keyw ords: computational uid dynamics,gaseouphenomenanavier-stokes,real-time
simulation, smole, stable uids
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Kapitel 1
Einleitung

Simulation und Animation sind engverbunden.Mit einer Visualisierungdurch eine Ani-
mation kann z.B. das Ergebniseiner Simulation besserveranstaulicht werdenals durch
denblo en Anblick der Zahlen, die eine Simulation erzeugt.

Die Grundlage einer Computersinulation ist das mathematistie Modell einesrealen Sys-
tems, dasaus Variablen, Gleichungenund logisdhen Regelnbestelt. Am Systemselbstzu
experimertieren ist oft nicht meglich oder zumindestsehrteuer. Sospart etwa der virtuelle
Crashim Redner Kosten in der Herstellungund fur das Testmaterial. Statt Prototypen
von teuren Dummys kaputt fahren zu lassen,sdaut man sich das Unfallgestiehenam
Bildschirm an. Ein weiteres bekanntes Beispiel, in dem Animation und Simulation eng
zusammenarbeiten, ist die Wettervorhersage Das Wettergestiehenwird in aufwandigen
Berecinungenmit Supercomputernbestimmnt. Eine simple Animation der Wetterverhalt-
nissekann dann die Ergebnisseveranstaulichen.

Die erwahnten Simulationsbeispieleerfordern viel Rechenkraft, um genaue,sinnvolle Er-
gebnissezu erhalten. In der Computergraphik, insbesonderebei Spielen, benstigt man
nicht immer hedcste Genauigleit. Es soll am Ende einfadh nur gut und plausibel aus-
sehen.Sdon bei den gangigenBeleutcitungsmadellen, wie das Modell von Phong, wird
verallgemeinert.Diesesind dann nicht mehr physikalisch korrekt, liefern aber ausreiden-
de Ergebnissebei guter Gestwindigkeit.

In dieser Diplomarbeit soll das Verhalten von Rauch simuliert und dargestellt werden.
Bei der Simulation von Raud handelt es sich um eine Stremungssinulation. Exakte
Stroemungssinulation ist sehraufwandig und kann seltenin Echtzeit erfolgen.In dieserAr-

beit wird ein Verfahrenberutzt, dassdie Simulation von Stremungen etwas vereinfadt,

um noch eine Echtzeitdarstellung zu ermeglichen. Daraus lassensich dann zwar keine
physikalisth exakten Ergebnissegewinnen,aber der erzeugteRaud hat ein relativ reales
Verhalten und kann fur Spieleoder Animationen berutzt werden.Darausist, im Rahmen
der vorliegendenDiplomarbeit, ein Animationssystemzum realitatsnahenSimulieren von
Raud und Gasertstanden. Mit dem SystemkeonnenSzenermausKeorpern erstellt und das
Verhalten von Raud in der Szenebeobaditet werden.Mit einem Skriptsystem kann eine
Szeneerstellt und animiert werden.
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1.1 Fluide und Stromungen

In der vorliegendenArbeit wird zur Animation von Raud eine Stremungssinulation
verwendet. Bei Rauch oder Gas handelt es sich um so genanne Fluids, die sich durch
Stremungenim Raum verteilen. Es musszum weiteren Verstandnis zunachst geklart wer-
den, um was essich bei Fluids genauhandelt.

Eine ersteBerahrung mit Stromungenkann jeder selbstz.B. am Wasserhahmaden. Halt
man den Finger in den Wasserstrahl,so verspurt man eine Kraft F, die die Stromung
auf denFinger auubt. DieseKraft ist der Widerstand, den ein Korper in einer Stromung
erfahrt. DieserWiderstand ist abhangig von der Geometriedesumstremten Korpers, der
Ober sacherbesta enheit und dem stromendenMedium. Der Widerstand wird einenun-
terschiedlichen Wert fur einen Gasstrahl bzw. fur den bisher betrachteten Wasserstrahl
haben. Um Gaseund Flussigleiten nicht standig unterscheidenzu messenwird der Sam-
melbegri desFluids eingetihrt.

Fluids  Fluids sind Substanzendie in RuhelagenSderkraften nicht widerstehenkennen.

Dabei mussweiterhin nach kompressiblenund inkompressiblenFluids unterschiedenwer-
den. Gasezahlen zu den kompressiblenFluids wahrend Flussigleiten, wie Wasser,zu den
inkompressiblenFluids geheren. Das stromendeFluid wird als Kon tin uum betrachtet.
Diesbedeutet,dassdie molekulareStruktur desstromendenMediumsvernadlassigtwird,
da die mittlere freie Weglange der Molekele klein gegendie charakteristische makroslo-
pische AbmessungdesStremungsfeldesst. Fluids begegneruns mberall. Das bekannteste
Fluid ist einfadh Wasser.Aber auch die Luft, die unsumgibt, ist ein Fluid.

Als Beispielfur ein bekanntes Fluid soll der Ka ee in einer Tassedienen.Wenn man den
Ka ee umruehrt, reicht eine einmalige Umdrehung desLeo els, um den gesanten Ka ee
fur eine gewisseZeit in Bewegung zu halten. Wie lange ein Fluid in Bewegung bleibt,
hangt einerseitsvon den Wedselwirkungenzwisden den Fluidpartik eln untereinander,
savie andererseitsvon den Kreaften zwisthen stromendemFluid und ruhendem Korper
bzw. zwisden bewegtemKeorper und ruhendemFluid ab. Ursade fur dieseKreafte ist die
Zahigkeit bzw. Viskositat der Fluide. Durch sie werden Reibungskafte verursadt, die
dafur sorgen,dasssich bewegendeFluids audch ohne Einwirkung au erer Kreafte zur Ruhe
kommen. Zum Beispiel kommt die umgemrihrte TasseKa ee nad einiger Zeit durch die
Reibungskefte zur Ruhe.

Zur Erklarung dieserKreafte, kann man sich ein Fluid als aus Saichten zusammengesetzt
vorstellen, die wie ein Stapel Spielkarten ubereinanderliegen. Am Anfang werden diese
Sdaichten gleichma ig bewegt. Wenn die Vorwartsbewegungder unteren Scicht gestoppt
wird, verursatit die Tragheitskaft ein Weiterrutschen der daruber liegendenSdichten.
Die Reibung wirkt dieserKraft ertgegen. Es ertsteht eine Situation wie in Abbildung
[L71 Durch die inneren Reibung wirkt sich die Kraft, die durch dasAnhalten der unteren
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Abbildung 1.1: Laminare Stromung

Abbildung 1.2: Turbulente Stremung

Sdicht ausgeibt wird, auf die anderenSdichten aus. Dieswird als laminaref] Stremung
bezeitinet. Dazu gibt esnoch die turbulenten Stremungen (Abbildung [L2). Hier ist die
Reibung so gering, dass sich die Teilchen der einzelnen Sdichten vermisthien kennen.
Diesist z.B. bei Raudh der Fall. Die Turbulenzwird daherin dem, fur dieseDiplomarbeit
entwickelten, Animationssystemberucksichtigt.

Honig z.B. ist dagegenein zahesFluid. Hier ist die Reibung so stark, dassdie einzelnen
Sdichten fraher zum Stehenkommen als bei weniger viskosen Fluids, wie z.B. Wasser
oder Luft. Es ist mehr Kraft netig um einen Lo el durch den Honig zu bewegen als
durch Luft. Da bei Gasendie innere Reibung sehr gering ist, kann diesehau g sdon

bei der Modellierung vernadlassigt werden. In diesemIdealfall werden Gase als nicht-

viskose Fluids behandelt. Diese nicht-viskosen Fluids wurden in der Fluidmedhanik als
erstesbestirieben. Im folgendenAbsdritt erfolgt eine kurze Ubersidit zur Gesdichte

der Fluidmedhanik.

1von lat. lamina: Blech, dunne Scheibe
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1.2 Geschichte der Fluidmec hanik

Wie in vielenwissenshkaftlichen Bereiden, besteh die Gesdichte der Fluidmechanik aus
einerPhaseder fruhenEntdedkungen, einerZwischemara der grundlegenderEntdedkungen
im 18. und 19. Jahrhundert bis zur heutigen praktischen Anwendung. Scon alte Zivili-
sationen hatten gerug Wissen, um bestimnte Fluid- und Stromungsproblemezu lesen.
Sdi e mit Rudern und Bewasserungssystemearen sdion in frahen Zeiten bekannt.

Theoretisthe Vorreiter waren hier die Griechen. Archimedesund Hero von Alexandria
erntwickelten die Regelvom Parallelogramm zur Addition von Vektorenim dritten Jahr-
hundert v.u.Z. Archimedes(285{212v.u.Z.) endedte dasGesetzvom Auftrieb und wen-
dete es fur schwimmende Korper an. Die Remer bauten dann im vierten Jahrhundert
aufwandige WasserleitungenAqueadukte). Seit dem Beginn der Zeitrechnung erfolgte bis
zur Renaissanceeine standige Entwicklung dieser Fluss-Systeme Es erfolgte aber keine
Aufzeichnung deserlangtenWissens.Erst Leonardoda Vinci (1452{1519)entwickelte die
Gleichung zur Erhaltung der Masseim kontin uierlichen ein-dimensionalerFluss. Leonar-
do war ein ausgezeicneter Experimertator und seineAufzeichnungen erthalten genaue
Bestieibungenvon Wellen und Stromungen. Der FranzoseEdme Mariotte (1620{1684)
baute denerstenWindtunnel und testetein ihm Modelle.Impulsproblemein Fluids konn-
ten analysiert werden, nachdem Isaac Newton (1642{1727)seineBewegungsgesetzand
Gesetzevon ideal-viskosenFlussigleiten vorstellte.

Die Theorieder Fluid Beredinung fehrte zuerstzur Annahmevon perfektenreibungsfreien
Flussigleiten. Im 18. Jahrhundert entwickelten die Mathematiker Daniel Bernoulli, Leon-
hard Euler, Jeand'Alembert, Joseph-Louid.agrangeund Pierre-SimonLaplaceLeosungen
fur Problememit solden Fluids. Aber solthe perfekten Flussigleiten habenin der Praxis

wenig Anwendung.In Fluids spielt die Viskositat eineRolle, die in den Gleichungennicht

berucksichtigt wurden.

Am Ende des19. Jahrhunderts beganneine Vereinigung der experimertellen Hydraulik
und der theoretishhen Hydrodynamik. William Froude (1810{1879)konstruierte als Erster
Wassertanksjn denener versdiedeneSdi sformen ausprobierte,um dasbesteVerhaltnis
von Lange, Breite und Tiefe des Rumpfs zu nden. Sdlie lich wies er nadch, dassder
Wasserwiderstandam geringstenist, wenn ein Schi maeglichst lang gebaut wird. Seine
Erkenrnnisse fassteer in der Froude-Formel zusammen.Osborne Reynolds (1842{1912)
begrindete mit Rohrstemungsexgerimerten 1883die Turbulenzforséiung und zeigte die
Wichtigkeit der nach ihm benanrten ReynoldsZahl.

Eine Theorie fur viskose Flussigleiten war zwar vorhanden aber noch unerforsit bis
Navier (1785{1836)und Stokes (1819{1903)den newtonstien Viskositats-Term mit den
Bewegungsgleioungen verbinden konnten. Die daraus entistandenenNavier-StokesGlei-
chungenwaren aber zu schwierig, um sie fur beliebigeFluids analytisch losenzu kennen.
1904 gelang Ludwig Prandtl (1875{1953)der Durchbruch, indem er zeigte, dassFluids
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Abbildung 1.3: Claude Navier 1785-1836Georg Stokes1819-1903

mit geringerViskositat wie Wasseroder Rauch in denne Sdichten zerlegtwerdenkennen.
Er entwickelte seine Grenzsadichttheorie. Dabei wird die Reibung in der wandnahen
Sdicht, der so genannen Grenzsticht, berucksidhtigt, in der das Fluid durch die Haf-
tung am Rand wesetlich langsameralsim Innerender Stremung ie t und somit dort die
Tragheitskafte kleiner sind. Bei der Besdireibung von Stromungenmit den Navier-Stokes
Gleichungenwird die Reibungsogarim gesanten Stromungsgebietberucksichtigt, sodass
sich damit auch zahereFluids gut modellierenlassen.Analytisch sind dieseGleichungen
aber nur noch unter stark vereinfatiten Bedingungenlosbar.

1.3 Numerisc he Simulation

Um die Gesetznaigk eiten der Natur zu erforshien, musste man die Realitat genaube-
sdireiben. Dazu gab es zwei wesetliche Ansatze. Zum ersten, gibt es den praktischen
Ansatz Hier wird versutt, mit Experimerten und Beobaditungen, die physikalischen
Gesetznazigk eiten zu ermitteln. Beim theoretische Ansatz werdendie Gesetznaigk eiten
der Natur mit Bezielungen zwisdhen mathematishien Gre en besdirieben. Dazu wird
meistensdie Di erential- und Integralredhnung verwendet.

Neben diesenbeiden Ansatzenist ein dritter Ansatz die numerischeSimulation. Sie ver-
bindet die beidentraditionellen Wege.Die numerischeSimulation technist-physikalischer
Ablaufe gewinrt in jangsterZeit immer mehr an Bedeutung.Solassensich mit ihrer Hilfe
etwa im Automobil- und Flugzeugbau,in der elektrotechnischen und chemisdien Indu-
strie und sogarin der theoretishen Physik die Zahl teurer Experimerte mit aufwandigen
Versuhsaufbautenverringern. Dareber hinauserlaubt die numerisdie Simulation, aud in
solhen Fallen Aussagenzu tre en, in denendiesauf Grund technischer Unzulanglichkei-
ten sonstnicht meglich ware oder sich ein praktischesExperimert von vornhereinverbie-
tet. Konkrete Anwendungslkeispieleder numerisdien Simulation sind Stromungs\worgange
wie die Umstremung eines Flugzeug wgels, der Luftwiderstand eines Autos, Verbren-
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nungswrgangein Warmekraftwerken, BesdichtungsprozesseSdmelzprozesseind Kri-

stallwadhstum bei der Halbleiterfertigung, Wasser-und Sdadsto transporte in poresen
Medien, Klimamodellierung sowie eine Fulle von Anwendungenim Bereidh des Umwelt-
sdutzes.

Die Entwicklung der numerishien Stromungsmebanik (computational uid dynamics

CFD) ist engmit der Entwicklung des Computers verbunden. Erste Versude einer nu-

meristien Losungvon partiellen Di erentialgleichungen mit Bezugzu einem stromungs-
medanisden Problem gab esston 1933[33]. Doch eine ernst zunehmendeAlternativ e
wurde sie erst mit der Entwicklung elektronishier Rechenmastinen. Erste Arbeiten in

denvierziger Jahrendes20. Jahrhunderts warendurch die geringeRedenleistungder da-
maligenRedner sehreingeshrankt. Mitte der funfziger Jahre wurde ein erstese zien tes
Verfahren (ADI) zur Lesungparabolisther und elliptischer Probleme von Peaceman &

Rachford [25] vorgestellt. Es beganneine sturmische Entwicklung zahlreicdher Verfahren
zur numerishien Lesung untersciedlicher Stromungsmalelle. Die Entwicklung numeri-
sther Verfahrenfur viskoseStromungenwurde stark von dem Marker-and-Cel Verfahren
(MAC) von Harlow [6] beein usst. Diese Vere entlichung ist Vorlage fur das in dieser
Arbeit verwendete Verfahren. Dabei handelt essich um ein einfacdes Finite Di erenzen

Verfahrenmit einerexpliziten Zeitdiskretisierungerster Ordnung. DieseMethode st trotz

ihres Alters erstaunlich exib el und leistungsstark. Weiterhin ist sie leicht zu vermitteln.

Einen sthematishen Uberblick mber die einzelnenTeilsdritte einernumerisdien Simulati-

on zeigt Abbildung [L4 Die numerisdie Losungder Stromungsgleibungenwird in Kapitel

3 genauervorgestellt.
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Kapitel 2
Gr undgleichungen  der
Str emungsmechanik

In diesemKapitel werden die fur die Raud- bzw. Stremungssinulation wichtigen For-
meln, die Navier-StokesGleichungen, hergeleitet. Was ein Fluid ist, wurde im vorherigen
Kapitel erlautert. Jetzt mussuntersuct werden, wie man das Verhalten von Fluids be-
sdreiben kann. Da die Behandlung der Stremungssinulation sehr umfangreid ist, soll
das Thema nur so weit vertieft werden, wie esfur die Implentation einesAnimationssy-
stemszur Raudhsimulation notwendigist.

Zur Beretinung der Stromungenin einem Fluid messendie drei Gestwindigkeitskom-
ponerten u;Vv;w des Vektors ¥, die Dichte , der Druck p und die Temperatur T der
Stromung in Abhangigkeit von den drei kartesistien Koordinaten Xx; y; z ermittelt wer-
den.

Fur die weitere Betrachtung werden Fluids als Kontinuum betrachtet. Das heit dass
die molekulare Struktur nicht beaditet wird und keine Rolle spielt. Diese Annahme
wird hau g bei der Besdireibung von Wearme- oder Massetransprten gemasit. Um den
Vorteil diesesVorgehenszu erkennen,mu man sich die megliche alternative Besdirei-
bungsneglichkeit ansehenDiesesoll als nachsteskurz aufgezeigtwerden.

2.1 Das Kon tin uum

Fluids bestehenaus Molekulen. Wenn man die Startposition und die Gestwindigkeit
jedesMolekuels kenrt, konnte man spatere Positionen und Gesdwindigkeit mit den Be-
wegungsgesetzeron Newton (z.B. F = ma) beredinen. Die Sdwierigkeit bei dieser
Methode besteh darin, dassdie Anzahl der Molekelle, in einemzu betrachtendem Fluid,
eine genaueBerehnung unmeglicht madt. Zum Beispiel:

1cm® Wasserl 3:3 10% Molekule! 10 Millionen Jahre

Das bedeutet, dassein Computer mit einer Recenleistungvon 10 MFLOPS fur alle Mul-
tiplik ationen 10 Millionen Jahre benstigen weirde. Molekelle in einemFluid kollidieren im

9
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Durchsdnitt alle 10 2 Sekunden.Um nun eine SekunderealenVerhaltenszu simulieren,
weirde man 102 10 Millionen Jahre benstigen. Dies st naterlich eine absurd lange Re-
chenzeit.

Auf dieseWeisekann dasVerhalten der Molekele alsonicht bestimnt werden.Eine Alter-
native ist die Kon tin uum Hyp othese. Um das makroslopisde Verhalten einesMate-
rials vorher zusagenjst esnicht notwendig diesesauf molekularer Ebenezu bestreiben.
Man muss also nicht jede einzelnePosition eines Molekuals genauwissen.Es reicht die
Masseerteilung, die durch ein Dichtepro | (r) der Molekele in bestimmten Regionen(r)
bestrieben wird, zu kennen.

. ( 1X :
O=lm y ™ ®
Hier ist m; die Massevon Molekel i. Die Massewird wuber alle Molekelle innerhalb der
Ober sache A betradhtet. V ist das Volumen. In der Fluid-Mechanik setzenwir nun die
Kontinuum Hypothesevoraus.Grundlageist hier, dassdasLimit in Formel[l konvergiert,
bewor dasVolumenMolekelgre e erreidt hat. Man mussnicht die EnergiejedesMolekels
kennen,man braucht nur die Energie innerhalb einesEinheitsvolumen in Abhangigkeit

der Position zu kennen.

Kon tin uum Hyp othese Eine Regionkann in (in nitesimal) kleine Volumenelemete
zerlegtwerdendie

1. klein gerug sind, um alskonstart zu gelten(die raumlichen Anderungenvon ; T;v;p
kann vernadlassigtwerden)

2. gro gerug sind, um gerug Molekele im statischen Sinn zu erthalten

Wir nehmenalsoan, dassesein dV gibt, dasdie genannen Bedingungenerfullt. Materi-
alien, die dieseEigenshaft haben, verhalten sich wie ein Kon tin uum . Die Kontinuum
Hypothesefunktioniert gut, wenn die Ma e des Systemsim Vergleid zur Molekelgre e
gro sind. Eine Ausnahme, bei der die Hypothesenicht funktioniert, ist die Knudsen-
Diusion. Die Knudsen-Di usion tritt in engenPoren auf, bei denendie mittlere freie
Weghngegre er ist alsder Porenradius.Die Molekele sto en hau ger mit der Porenvand
zusammenals mit anderenMolekelen. DiesesVerhalten wird in denweiteren Betrachtun-
genvernadlassigt.

Zum Herleiten der Navier-StokesGleichungensetztenwir voraus, dassdas Gashomogen
ist und dasses einem Kontinuum enspricht. Es gelten die Erhaltungssatze fur Masse,
Impuls und Energie.Dabei wird dasbesprahenein nitesimal kleine Volumenelemet) in
Form einesQuaders(Abb. Z), betrachtet. Die linke obereEcke be ndet sich an beliebiger
Stellemit denKoordinaten (x; y; z) im Stremungsfeld.Die Kanten sind jeweils parallel zu
den entsprecdhendenKoordinatenahsenausgerititet. Das Volumenelemenh soll raumfest
sein,esdarf sich nicht mit der Stromung bewegen.
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dz

Abbildung 2.1: Ein- und ausstmmendeMassestome

2.2 Erhaltung der Masse (Kon tin uit atsgleic hung)

Der erste Teil der Navier-StokesGleichungen beinhaltet die Bedingung, dassdie Masse
erhalten bleiben soll. Als Gleichung ausgedeckt soll gelten:

ie Zeitliche Anderung der Masseim Volumenelement=
der einstromendenMasssestomein das Volumenelement-
der ausstmmendenMassestpme aus dem Volumenelement

Abbildung 2 zeigt ein Volumenelemen aus einem Kontinuum. Die Kantenlangendes
Volumenelemets sind dx; dy und dz. Durch die linke Ober «ache des Volumenelemets
mit der Flachedy dz tritt der Massestrom u dy dzein.Die Groe u andertihren
Wert von der Stelle x zur Stelle x + dx in x-Richtung um (@ u)=@) dx, sodasssict
der durch die rethte Ober .ache dy dz desVolumenelemets austretendeMassestrommit
dem Ausdrud

Q u

@

angelen lasst. Fur die y- und z-Richtung gelten analogeGro en auf den ertsprechenden
Ober eachendx dz und dx dy

u-+

dx dy dz

Die zeitliche Anderung der Masse, innerhalb des betrachteten Volumenelemets, en-
spricht, nach der Erhaltung der Masse,der Di erenz aus eintretenden und austretenden
Massestomen. Der Term

@ dx dy d7) _ @
@ @

dx dy dz
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ertspricht dem mathematisthen Ausdrudk fur die zeitliche Anderung der Masseim Volu-
menelemeh Gema der vorigen Uberlegunggilt

% dx dy dz= u ( u+ @@u) dx) dy dz+
v ( v+ @@V) dy) dx dz+
w ( w+ @ @W) dz) dx dy:

Damit erhalt man die Kontin uitatsgleicung:

@.,Q@ v, a@v, a@w._

=0
@ @ Q@ @
Da wir nur inkompressibleFluids betrachten, vereinfadit sich die Gleichung zu
@ + @ + @ =0
@ Q@ @

da derenDichte unabhangigvon Ort und Zeit ist.
In Koordinaten freier Screibweiseerhalt man

r v=0:

r ist der Nabla-Operator. Die DivergenzdesVektorfeldesmussalsonull sein.Das hei t,
esdurfen keine Quellenoder Senlen entstehen. Damit wurde eine Bedingungder Navier-
StokesGleichungen, die Divergenzfreiheit,gefunden.

2.3 Erhaltung des Impulses

Der zweite Teil der Navier-StokesGleichungenbesdireibt die Erhaltung desimpulses.Es
gilt folgendeGleichung:

Bie Zeitliche Anderung desimpulsesim Volumenelement=
der eintretendenimpulsstreme in das Volumenelement-
der ausstmmendenimplusstreme aus dem Volumenelement+
der auf das Volumenelementwirkenden Scherk®fte, Normalsg@nnungen+
der auf die MassedesVolumenelementsvirkende Kreafte.

Der Impuls einesKorpersist dasProdukt seinerMassemit der Gestwindigkeit. Wennes
sich dabei um ein Fluid handelt, kann die Ges&windigkeit desFluids vom Ort abhangen.
Es wird jetzt wieder das Volumenelemen aus Abbildung 27 betrachtet. Wie bei der
Kontin uitatsgleiciung wird nun die zeitliche Anderung desImpulseshergeleitet. Da der
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Impuls das Produkt aus Masseund Gesdwindigkeit ist, ergibt sich der Impuls innerhalb
desVolumenszu dx dy dz w. Die zeitliche Anderung bestreibt der Ausdrudk

@ dx dydzv)z@ V)

dx dy dz
@ @ y

Im weiterenwird nun nur eineKomponere desimpulsvektors dx dy dz ¥ betradchtet,
und zwar die Komponerte, die in x-Richtung zeigt. Die zeitliche Anderung ist dann

@ dx dy dz u)=@ u)

dx dy dz
@ @ y

Esmussjetzt geklart werden,wodurch sich der Impuls innhalb desbetrachteten Volumen-
elemens andert. Ahnlich wie bei der Betrachtung der Massestome tritt pro Zeiteinheit
durch die Ober sache desVolumenelemets ein Impuls in das Volumen ein bzw. aus. Bei
der Herleitung der Kontinuitatsgleiciung wurde die Gro e  (Massepro Volumen) ver-
wendet. Jetzt wird ( u) (Impuls pro Volumen) verwendet. Damit kennenanalogzu der
Kontin uitatsgleiciung, die ein- und ausst®mendenimpulsstrome angegelen werden.

Es wird in Abbildung [Z7 wieder die linke Ober sache in x-Richtung betrachtet. Es tritt
demnad durch die Ober .ache dy dz der Impulsstrom

( u udy dz= u u dy dz
ein. Die Groe u u andertihren Wert in x-Richtung um

%dx

so dasssich der auf der rechten Ober sache dy dz des Volumenelemets austretende
Impulsstrom mit dem Ausdrud

u u+M dx dy dz

@

beshreiben lasst.

Der in der x-Richtung wirkendelmpuls u tritt aucd uber die verbleibendenOber sachen
dx dz und dx dy ein bzw. aus.Dort stremt er mit den Gestwindigkeitskomponerten v
bzw. w durch die Ober sachen.

Fur die y- und z-Richtung gelten analogeUberlegungen so dasssich insgesar auf jeder
Ober «adhe drei Impulsstremungen angelen lassen.

Die ein- und ausstmmendenimpulsstremesind nicht die alleinige Ursade fur die zeitliche
Anderung des Impulses innerhalb einesVolumenelemets. Der Impuls wird zusatzlich
durch die am Volumen angreifendenKreafte geandert. Zu diesenKreaften geheren
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Oler eachenkafte: Diesesind z.B. Druck und innere Reibung. Ihre Gro en andern
sich in x-, y- und z-Richtung.

Volumenkmafte: Das sind die Krafte, die auf die im Volumen be ndlichen Massen
wirken. Zu ihnen geloren z.B. die Scwerkraft, Coriolis-Kraft sovie magnetiste
Kreafte. DieseexternenKrafte sollenim Weiteren mit f~ bezeitinet werden.

Mit diesenVoraussetzungerund unter Beaditung der Kontinuitatsgleicung erhalt man
folgendeGleichungenfur ein inkompressibleg-luid

@+u @+v @+W@ = fy @+ @u+@u+@u
@ @ Q@ @v @ @ @ @
@"'U @+V @+WQ :fy @+ @+@+@
@ @ Q@ @v @ @ @ @
@+u @+v @+W@ =f, @+ @W+@W+@W
@ @ Q@ @v @ @ @ @

ist die Viskositat und T die externenKreafte.
Die Koord. freie Schreibweiseergibt:

@

—+ (M r)y =T rp+ r v

@

r 2 ist die Abkurzung fur r - r und ertspricht dem Laplace-Operator der mit

2 = @v N @v N @v
@2 @2 @2

r

de niert ist.
DieseGleichung zusammenmit der Kontinuitatsgleicung

r =20

bilden die Navier-StokesGleichungen.Dieseergelen ein Gleichungssystempestehendaus
vier skalaren, partiellen, nichtlinearen Di erentialgleichungen zweiter Ordnung, fur die
vier Unbelkannte u,v,w und p, welchesfur vorgegelene Anfangs- und Randbedingungen
gelest werden muss. Auf Lesungsmethden wird im nadsten Kapitel eingegangen.

Dieser kurze Einblick in die Stremungslehresollte nur einen Eindruck uber die notwen-
digenBetrachtungenin der Stromungsmebanik liefern. Der implemertierte und in Kapitel
A bestiriebeneAlgorithmus zur Fluid Simulation geht von inkompressiblerFluids aus.Die
kompressiblenFluids wurden deshalbhier nicht weiter betrachtet. Das nadhste Kapitel
zeigt, wie die hergeleitetenGleichungendiskretisiert und mit numerishenVerfahrengelst
werdenkennen.



Kapitel 3
Numerische Leosung der
Str emungsgleichungen

DiesesKapitel besdireibt, wie die inkompressiblenNavier-StokesGleichungennumerist
gelst werdenkennen.Eine analytische Losungist in den meistenFallen nicht oder nur in
vereinfaditen, idealisierten Fallen meglich. Mit numerishien Losungsmethden wird da-
her versutt, Stromungsproblemeunter Einhaltung von Rand- und Anfangsbkedingungen
meglichst genau naherungsweise zu losen, ohne dass man gravierende Vereinfatungen
oder Annahmentre en muss.In der RegelkonnendieseMethoden fur komplexeund be-
liebige Geometrienangevandt werden. Da Redenleistung mittlerw eile relativ preiswert
ist, kennenimmer ofter aufwandige numeriste Verfahreneingesetztwerden. Ein gro er
Nadteil numerister Verfahrenist allerdings,dassmit ihnnen die Abhangigkeit desErgeb-
nissesvon einer eingehenderGre e nur mit aufeinanderfolgendenRednungenbestimmt
werdenkann, wobei von Redinung zu Redinung die eingehenderGre en passendvariiert
werden meissen.

Betrachten wir die Navier-StokesGleichungenin der Koord. freien Sdreibweise,wie sie
im Stable-Fluid Algorithm us verwendet werden.

r +=0 (2)

= (v r)v }rp+ r oy + 71 (2)

Q@

Gleichung [ ist die in Kapitel [ hergeleitete Kontinuitatsgleidqiung und [ die Impuls-
gleichung. Hier ist  die kinematisdhe Viskositat des Fluids. ist die Dichte und T die
externenKrefte, die auf dasFluid einwirken.” " stellt hier das Skalarprodukt zwisten
zwei Vektorendar. r ist der Gradiert, alsodie raumliche erstepartielle Ableitung, genau-
er -@: @ @ ¢ 2 st der Laplace-Operator und Abkerzungfur r r . Der Teil (¥ r v in
Gleichung 2 ist der sogenanne advektive Term und sorgt dafur, dassdurch dasdoppelte
Auftreten von v, die Gleichung nicht-linear wird. Es mussenalso numerisdhe Verfahren
zur Lesungberutzt werden.

15
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3.1 Diskretisierung

Um die Navier-StokesGleichungennumerisd losenzu kennen, mussendiesediskretisiert
werden. Die Diskretisierung ist der Ubergangvon einem kortin uierlichen Problem zu
einem, das nur in endlich vielen Punkten betrachtet wird. Hier gibt esim Wesetlichen
drei Verfahren:

Finite Elemerte Methode (FEM)
Finite Volumen Methode (FVM)
Finite Di erenzen Methode (FDM)

Die FVM erfullt die diskretisierten Erhaltungssatze wber jedes Volumenelemen im
Stremungsfeldwahrendbei der FEM der numerisdie Fehlermit geeigneterAnsatzfunktio-
nenund der Formulierung einesVariationsproblemesn jedemVolumenelemehminimiert
wird. Die FDM diskretisiert das Stromungsfeldin orthogonaleGitter und ersetztdie Dif-
ferertialquotienten der Grundgleichungendurch die ertsprechendenDi erenzenquotienen.

Die Methode der Finiten Elemerte wurde urspranglich in der Festkerpermedtanik zur Be-
rechnung von Strukturproblemen erntwickelt. Ihre Anwendung bei Stremungsproblemen
wurde in Zusammenhangnit der erforderlichen Diskretisierung desintegrationsfeldeamit
unstrukturierten Netzenbei komplexenKon gurationen wie einem Flugzeugoder einem
Kraftfahrzeug attraktiv.

Ahnlich wie bei der FDM wird auch bei der FVM das Integrationsgebietmit Hilfe ei-
nesnumeristien Netzesdiskretisiert. Im Unterschied zum FDM werden hier jedoch nicht
die Di erentialquotienten in den Grundgleichungendurch Di erenzenquotierten approxi-
miert. Bei der FVM wird die Erhaltungsgleiduung uber das jeweilige Volumenelemen in
integraler Form erfullt. Die Grundgleidhungenwerdenalsoin integraler Form diskretisiert.

Fur die Implemertation des Stable Fluids Algorithmus aus Kapitel @ wurde das Finite
Di erenzen Verfahrenberutzt. Eslasstsich leicht implemertieren und liefert eineausrei-
chendeGenauigleit. Im weiterenwird diesesVerfahrengenauervorgestellt.

3.2 Finite Dierenzen Metho de (FDM)

Die FDM geht im ersten Sdritt von einer Diskretisierung desIntegrationsbereithes aus.
In einemzweiten Sdritt werdendie partiellen Di erentialgleichungenin diskreten Gitter-
punkten in Di erenzengleichungen uberfuhrt. Diesessetzt ein orthogonalesRedennetz
voraus. Die partiellen Ableitungen in den Gleichungenwerdenalsodurch die Di erenzen-
gleichungenersetzt.

3.2.1 Zeitdiskretisierung

Abbildung B zeigt einen Zeitstrahl, beginnendbei t = 0, der in diskrete Gitterpunkte
unterteilt worden ist, um an diesenPunkten den Funktionswert naherungsweise zu be-
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D

0 nil n n+1 t

Abbildung 3.1: Zeitdiskretisierung

stimmen. Die kontinuierliche Zeit t wird alsoin aquidistarte Zeitintervalle t unterteilt,
an derenlintervallgrenzendie gesubten Funktionswerte zu bestimmensind. Ein beliebiger
diskreter Zeitpunkt t" auf der Zeitachseist dann bestimmt durch:

t"=n tmitn=01,23;::

n ist der Zahlindex fur die Zeit t. t ist dasvorgegelene Zeitintervall und wird als Zeit-
sdritt bezeitinet. t" ist dannder n-te diskrete Zeitpunkt, an demder Funktionswert u(t")
beretinet werden soll. Abkurzend wird dafur u(t") = u" gesairieben. Die Bezeitinung
u" steht fur den aktuellen Funktionswert zum Zeitpunkt t". Die Termeu" ;u" 2 usw.
stehenfur bekannte Funktionswerte aus freheren,vergangenerZeitpunkten. Dagegenist
der Funktionswert u"*! unbekannt und mussfur den Zeitpunkt t"*! bestimmt werden.

Naddem der Integrationsbereid diskretisiert wurde, kann die Approximation der Dif-
ferertialquotienten durch Di erenzenquotierten erfolgen. Die Approximation kann mit
einer Taylor-Entwicklung in der Zeit t fur einen Funktionswert u(to + t) erfolgen.Es

gilt:

2
u(to+ t)=u(ty) + t %jt=to + Tt' %jtﬂo +
_ @. 2
u(to+ t)=u(ty) + t @Jhto + O( t9) (3)

Der Ausdruck O( t?) besagt,wenn man die Taylor-Entwicklung nach dem dritten Sum-
manden abbricht, erhalt man einen Fehler der Ordnung 2. Lest man nun Gleichung 3
nach dem Di erentialquotienten auf, den man appraximieren will, erhalt man:

@. _ u(to+ t) u(to)

@Jt:to - t
Gleichung @ kann man nun fur einenbeliebigenZeitpunkt t" aufstireiben und erhalt die
Vorwartsdi er enz

@(tn) B U(tn+l) U(tn) @n B un+1 un
a - t a- oV (5)

Die Gleichung B wird Vorwarts-Di erenzenquotiert genanr, da die Ableitung an der
Stellet = t" mit einem Wert u"*! an einem zukenftigen Zeitpunkt t"*! approximiert

o( 1) (4)

o( t)=
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ij+1k

kDZ__ Ilaj!k O r>|] k O i+1’j,k
O/

iDx X
Abbildung 3.2: Raumliche Diskretisierung (nach [23))

wird. Bei bekannter Ableitung an der Stellet = t" kann man Gleichung B nach dem
unbekannten Wert u"*! au «osen.

@n
@

Diesesertspricht dem so genanrien Euler Verfahren.

un+l - un + t

(6)

3.2.2 Raumdiskretisierung

Eine Diskretisierung desRaumeserfolgt wie bei der Zeitdiskretisierungdurch eine Unter-
teilung der kontinuierlichen Koordinaten in aquidistante Gitterpunkte. Die Abstandeder
Gitterpunkte, an denendie Funktionswerte gesutit sind, werdenin raumlichen kartesi-
sthen Koordinaten x, y und z mit  x, y sowie z bezeitinet. Die Zahlindizesentlang
der Koordinatenrichtungen werden mit i, j und k bezeitinet. Somit ergeken sich die
diskreten unabhangigenOrtsvariablen zu

Xi=i xmiti=0,1,2;3;
=i ymitj=0123
z=k zmitk=0123; (7

Abbildung B2 zeigt das Prinzip der Raumdiskretisierung.Die Gitterstelle i; j; k ist die
aktuell betrachtete Position im Raum. Ihre Nadhbarn erhalt man durch Addition oder
Subtraktion von 1 zu den Zahlindizes.Eine Herleitung der Di erenzenquotienten erfolgt
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wiederdurch eineTaylor-Reihe.Den Ruckwarts-Di erenzenquotierten zur Approximation
der raumlichen Ableitung in x-Richtung erhalt man durch eine Entwicklung von u(Xq

X; Yo; Zo).

u(Xo X; Yo; Zo) = U(Xo; Yo; Zo) X @jx:xo"'o( x?)

@

Eine Vereinfahung der Gleichung liefert die Ruckwartsdi er enz

@i _ Uik U sk g0y
@ X
Neben den Vorwarts- und Reuckwarts-Di erenzen gibt esnoch die zertralen Di erenzen
zur Approximation der erstenAbleitung. DieseDi erenzen werdendurch Subtraktion der
Taylor-Entwicklung fur u(xg X; Yo;Zo) und u(Xo+ X; Yo; Zo) gebildet. Die Glieder mit
Ableitungen gradzahligerOrdnung heben sich gegenseitigauf. Man erhalt also

@jx=xo+( X)3 @gjx=xo
@ 3 @

Aus Gleichung @ erhalt man durch Umstellen und Vereinfahen die Zentrale Di er enz

u(Xo X;¥0;Z0) U(Xo+ X;Yo0;20) =2 X + (8)

@ik _ Uistjk Ui 1k 2
ik o Ui ko 9
& 5 x ( x) 9

Hier ist der Fehler von zweiter Ordnung. Die zertralen Di erenzen approximieren dem-
zufolgegenauerals die Vorwarts- und Reuckwartsdi erenzen.

Esfehlennoch die Di erenzenquotierten fur die zweite Ableitung. Dieseerhalt man durch
die Addition der Taylor-Entwicklung far u(xg X; Yo;Zo) und u(Xo + X;Yo; Zo). Jetzt
heben sich alle Ableitungen ungradzahligerOrdnung auf und man erhalt den Di erenzen-
quotienten der 2. Ableitung

@Uijk _ Uik 2 Uik + Ui 1k

& - ()2 O( x)? (10)

Es wurden nur die Gleichungen fur die x Komponerte angelen. Die Gleichungen der
Ableitungen fur die Variableny; z ergelen sich einfadh durch Vertausden desjeweiligen
Lau ndex.

3.2.2.1 Praktisc he Anwendung auf die Navier-Stokes Gleic hungen

Durch Anwendungder hergeleitetenDi erenzenquotienten konnendie Navier-StokesGlei-
chungendiskretisiert werden.Im folgendenwird gezeigtwie die Di erenzenquotienten bei
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der Implemertierung des Stable Fluids Algorithmus aus Kapitel @ berutzt wurden. Die
Divergenzr u wird folgenderma enbestimnt:

(r Wik = (Uiszge Ui gt
Uij +1k  Uij 1kt (11)
Uijik +1 Uik 1)=2h

Fur den diskreten Gradienten r p = (px; py; p;) wird

(Pijik = (Pi+as  Prjix )=h;

(P = (Pij+1x Pik )=h;

(P)ijik = (Pijk +1 Pijix )=h; (12)
gerutzt. Der diskrete Laplacer 2 ergibt sich aus einer Kombination von Gradient- und
Divergenzoprator.
3.2.2.2 Poisson-Gleic hung

Bei Beretinungenin der Stromungsmedbanik, trit man hau g auf Gleichungender Form:
t=f

Diese Art von Gleichungen werden PoissonGleichung genann. Fur den 2D-Fall erhalt
man folgendesAussehen:

f2g= @UKY)  GUIGY) _ g
- @2 @2 - Y
Die Diskretisierungerfolgt wieder mit Finiten Di erenzen uber ein Gitter und man erhalt

fur den 2D-Fall
4U;; Ui 15 Uiy Uy 1 U =Dy

Hier ist U im Allgemeinenunbekannt. Um nun ein Gleichungssystemder Form:
At =D

zu erhalten, in demt und B Spaltervektoren sind, wird einelineare Anordnung der Unbe-
kannten U;; benetigt. Die erforderliche Anordnung erhalt man leicht mit einer Durchnum-
merierung der Gitterzellen wie in Abbildung 323 am Beispiel eines4 4 Gitters gezeigt
wird.

Mit dieserNummerierungerhalt mal folgendesGleichungssystem:
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| | | |
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Abbildung 3.3: Nummerierungder Unbekannten einer Poisson-Gleibung

2 32 3 2 3
4 1 1 ui1 br:1
1 4 1 1 Uo:1 bz;l

1 4 1 1 Us:.1 b3;1
1 4 1 Us;1 ba:1

1 4 1 1 Us.2 bl;z
1 1 4 1 1 Uz:2 bz;z
1 1 4 1 1 Us:.2 b\g;z

1 1 4 1 Ug:27 _ b4;2

1 4 1 1 Ui.3 B bl;g

1 1 4 1 1 Uz:3 b2;3

1 1 4 1 1 Us:3 b\g;g

1 4 1 1 Ua:3 b4;3

1 4 1 U1 br.4

1 1 4 1 U2:4 b2;4

1 1 4 1 Uz;4 D3;4

1 1 4 Us:a bg.4

Wie man sielt, wird dasGleichungssystenmsdion bei kleinen Gittern sehrgro . Ein Lesen
diesesSystemsz.B. mit einem Gau -Algorithm us ist zu aufwandig. Der Vorteil dieses
Systemist, dassesnur schwadc besetztist, da vorrangig nur einige Diagonalenbesetzt
sind. Der Rest der Matrix ist mit Nullen belegt. Hier kennen numerishe Verfahren fur

sthwad besetzteSystemezur Losungberutzt werden. Fur solde Systemewurden e zi-

ernte numeristhe Verfahren erntwickelt. Eine austhrliche Vorstellung dieser Algorithmen

ndet manim Anhang[Bl

3.2.3 Randb edingungen

Beim Losender Di en tialgleichungen meissendie Bedingungenam Rand besondersbe-
handelt werden.Die Randzellenwerdenzusatzlich zum Gitter hinzugetigt. In Abbildung
B3 erkent man, dassdie Randzellennicht mit nummeriert werdenund nicht direkt zur
Bildung desGleichungssystemdeitragen. Bei der Beredinung mit den Di erenzenquoti-
erten werdendieseZellenals Nachbarzellenmit einbezogerund messendeshalbde nierte
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Zustande haben. Hier muss man nun unterscheidenwas mit dem Fluid passiert,wennes
einenRand erreitht. Es lassensich die folgendenRandbedingungenherleiten.

Haftbedingung
Rutschbedingung
Ausstrembedingung

Einstrombedinung

Die Haft- und Rutschbedingungenmeissenan Objekten, die sich innerhalb desStremungs-
gebietesbe nden, ebenfalls betrachtet werden.

3.2.3.1 Haftb edingung

Das Fluid verlat den Rand nicht, sondernhaftet an der Wand. Die Gesd&windigkeiten
sollenalsoam Rand Null sein. Fur den 2D-Fall messendie Werte am Rand also folgen-
derma en gesetztwerden

Uoj = 0 Uiy = O
Vio= 0, Vijoa =0 1= 1000 Imax

I
=
3
£

Weiterhin sind an den senkrebiten Wandenkeinev-Werte und an denwaagerebten keine
u-Werte vorhanden.Diesewerdendurch Mittelung auf null gesetzt.

Vo?j = Vl;j , Vimax +1 3] = Vimax §| ; J = 1! L 1J max »

Uio = Ui1s Uijpga = Uijng 1= 1000 max

3.2.3.2 Rutsc hbedingung

Hier dringt ebenfallskein Fluid durch die Wand. Es existierenim Gegensatzu der Haft-
bedingungkeine Reibungs\erluste. Die Gesd&windigkeiten senkretit zu einer Wand sind
hier null. Es gelten alsodie gleichen Bedingungenwie bei der Haftbedingung.

Uo;j = O' uimax | = O' J = 1;:::;jmax;
Vio= 0, Vijoa =0 1= 1000 Imax

Fur die nicht senkretit zur Wand liegendenGestwindigkeiten gilt

Vo?j = Vl;j; Vimax +1 3] = Vimax yJ’ J = 1;:::;Jmax;

1
=
=
)
3

ui;O = ui;l; Ui;j max +1 = Ui;j max I
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3.2.3.3 Ausstreombedingung

Bei der Ausstrembedingungandernsich die Gesdwindigkeiten am Rand nicht. Die Rand-
zellenwerden also auf die Werte der Nachbarzellengesetzt.

Uo;j = ul?j; uimax §| = uimax l?j; J = 1;:::;jmax;
VO;j = Vl;j ; Vi max +1 }J = Vimax i ; J = 11 B . max »
Ui;o = ui;l; Ui;j max +1 = Ui;j max ; I = 11 . ;jmax ;
Vio = Vitd Vigmae = Vijmao 1 1= LI max;

3.2.3.4 Einstrrombedingung

Hier werden die Gestwindigkeiten explizit am Rand gesetzt. Es kennen also Quellen
gesetztwerden, die bestimnte Gestwindigkeiten vorgelen.

3.3 Numerisc he Stabilit at

Numeristhe Losungserfahrenfur partielle Di eren tialgleichungensind prinzipiell von zwei
verstiedenenFehlerquellenbeein usst:

Rundungsfehler'r: Der Rundungsfehlerertsteht im Redner selbst, da Gleitkom-
mazahlennur mit endlicher Genauigleit abgesgichert werdenkennen.Zum Beispiel
wird der Bruch % bei einer Zahlendarstellungim Rediner nach einer endlichen An-
zahl von Ziern 3 nadh dem Komma abgebrahen. Die Di erenz dieserZahl zum
exakten Wert : ergibt den Rundungsfehler'g.

Diskretisierungsfehler'p: Die Di erenz zwisten der exakten analytischen Lesung
einer Di erentialgleichung und der rundungsfehlerfreiennumerisdien Losung der
zugelorigen Di erenzengleidung wird als Diskretisierungsfehlerbezeitinet. Er en-
steht folglich nicht im Redner, sonderndadurch, dassbei einer Taylor-Entwicklung
nadh einer endlichen Anzahl von Summengliederrabgebrahen wird.

Ein numerisdes Verfahren wird als stabil bezeitinet, wenn ein vorhandener Fehler "
bei der Beretqinung der gesubten Werte zum Zeitpunkt t"*! aus einem Zeitpunkt t"
bekannten Werten nicht anwadst. Fur Stabilitat mussfolglich folgendesgelten

nn+l

6 1

"n

Wenn bei der Auswahl der Zeitsdritt weite  t in Kombination mit der Raumsdaritt weite
h, bestimnte Bedingenverletzt werden, stellen sich numerisde Instabilitsaten ein.
Diesesind die Courant-Friedrichs-Levy (CFL) Bedingungenweldhe wichtige Stabilitats-
krierien in der numeristcien Simulation darstellen. Sie begrenzendie Gro e einesZeit-
sdrittes t wahrend der Simulation. Im konkreten Fall der Fluid Simulation bedeutet
das, dasskein Partikel desFluids in der Zeit t mehr als eine Gitterweite h zuracklegen
darf. Es mussalsogeltenjuj t < h.
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Kapitel 4
Stable Fluids Algorithmus

Mit den Navier-Stokes Gleichungen und den gezeigtennumeristen Lesungserfahren,
ist eine exakte Simulation des Verhaltensvon Fluids meglich. Eine genaueBeredinung
ist aber aufwandig und zeitintensiv. Programme, in denen Navier-Stokes Gleichungen
Verwendung nden, werdenhauptsacilich zur Lesungtechnisc-physikalischer Probleme
eingesetztund mussendeshalbexakt arbeiten. Diesesist aud einsichtig wenn man z.B.
die Beredhnung des StromungswiderstandseinesFlugzeugesoder einer Brucke beretinen
will. Hier ist eine praziseRetnung gefordertund notwendig. Entsprethend hoch ist auch
der Redhenaufvand.

In der Computergra k oder bei Spielendagegenjst wichtig, dassdie Simulation mberzeu-
gendwirkt und vor allem sdnell ist. Die Losungserfahren durfen also nicht so komplex
sein, dasssie nicht mehr auf einem Standard-PC oder einer Spielelonsolesdinell gerug
ausgetihrt werden kennen, sollten aber trotzdem ein realistisdhes Verhalten zeigen.Es
sind also ma gesdineiderte Algorithmen erforderlich, um diesesZiel zu erreichen. Erste
Modelle in der Computergraphik legten mehr Wert auf das Visuelle als auf die physi-
kalisthe Korrektheit. Die erstenFluid Modelle bestandenaus Partik elsystemen.Mit der
Einfuhrung von Zufalls-Turbulenzen[2€] gelangeine deutliche Verbesserungn der Simu-
lation desFluidsverhaltens.DieseTurbulenzensorgtenautomatisc fur rotierende Bewe-
gungendesFluids. Fluids, die mit solthenVerfahrensimuliert werden,habendenNadteil,

dasssie nicht auf externe Kreafte von z.B. Nutzern reagierenkennen. Dies ist jedoch mit

Modellen, die auf den Navier-StokesGleichungen basieren,meglich. Erste Implemertie-

rungen bestirankten sich nur auf zwei Dimensionen[17]. Foster et al. [9] zeigten die
Verwendungder drei-dimensionalenNavier-StokesGleichungenin der Computergraphik.
E ekte, wie Verwirbelung oder Um ie en von Objekten, die sonstsdwer zu modellieren
waren, wurden damit automatisch meglich. Ihr Verfahren basierte auf den Arb eiten von
Harlow et al. [6] ausdem Jahre 1965.Da in der Arb eit ein explizitesLosungserfahrenbe-
nutzt wurde, darfen nur sehrkleine Zeitsdritte verwendenwerden, damit das Verfahren
stabil bleibt. Daraus ergibt sich, dassihr Verfahrenrelativ langsamist bzw. instabil bei
gre eren Zeitsdritten wird. Jos Stam prasettierte 1999in [Z27] ein stabilesund scnelles
Losung\erfahren. SeineMethode arbeitet implizit und verwendet dabei ein so genanrtes
semi-Lagrange Verfahren. Dieseswird in der CFD relativ wenig gerutzt, da eszu einem

25
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numerisdien Energieerlust fuhrt. Das heit, dassdas Fluid sdineller in der Bewegung
gedampft wird als bei einemrealen Fluid. Dies kann aber vernadlassigt werden, wenn
das Fluid durch externe Kreafte, z.B. einen Animator, "am Leben" gehaltenwird. Der
Algorithmus von Stam ist audh bei gro en Zeitsdritten stabil und erlaubt damit eine
sthnellereSimulation. Man kann die Simulation quasisosdnell machenwie man medte,
ohne dasssie instabil wird. Man darf aber dann nicht erwarten, dasssie dann noch ex-
akt ist. Allerdings wird in der Computergraphik oft einigesals gut angesehenwas gut
und plausibel aussiehh Im Folgendenwird nun dieserAlgorithmus von Stam austihrlich
erlautert. Er wurde fur die Rauchsimulation im AnimationssystemDusty aus Kapitel
verwendet.

4.1 Grundgleic hungen

Ein Fluid, desserDichte und Temperatur relativ konstart sind, wird durch ein Vektorfeld
v und denDruck p besdirieben. DieseWerte kennensich im Raum eber die Zeit verandern
und hangenvom Rand oder den Hindernissenab. Mit gegetenen Gesd&windigkeiten im
Vektorfeld und dem Druck zum Zeitpunkt t = 0, kennendie spateren Zustande mit den
Navier-StokesGleichungen bestirieben werden. Diesewurden im Kapitel 2 hergeleitet.
Hier die Grundgleichungenfur inkompressibleFluids.

rr- +=0 Q)

= (v r)v :—Lrp+ rov+7t (2)

Q@

Dies sind die Koordinaten freien Versionender Gleichungen und gelten sovohl fur den
zwei- als auch drei-dimensionalenFall. Eine Erklarung der Gleichungen ndet sidh in
Kapitel . Es kennen die inkompressiblenNavier-Stokes Gleichungen berutzt werden,
da kompressibleE ekte bei Raud mit einer Gesdwindigkeit unterhalb desSdalls, ver-
nadlassigtwerden kennen. Diesesfehrt zu einer Vereinfacwung der Beredinung. Bei der
Simulation von Explosionen[14, [35] mussenallerdings die kompressiblenE ekte bereck-
sichtigt werden.

Zum Arbeiten mit diesen Gleichungen ware es wansdensvert nur eine Gleichung zu
haben. Das kann durch Kombination der Gleichungen erreicdht werden. Hierbei hilft die
sogenanrie Helmholtz-Halge Dekomposition. Diesebesagt,dasssich ein Vektorfeld w in
ein divergenzfreiesv/ektorfeld ¥ und ein skalaresFeld in der Form

W=v+r( 3)

zerlegenlasst. Es gilt alsor w = 0und qist ein skalaresFeld. Mit dieserTatsade kann
man sich einen Operator P de nieren der jedesVektorfeld w zu einem divergenzfreien



4.1. GRUNDGLEICHUNGEN 27

Feld, wie in Gleichung [0 gefordert, madit. Mit ¥ = Pw werrde man das geforderte di-
vergenzfreieVektorfeld erzielen.Den P Operator erhalt man implizit, indem man beide
Seitender Gleichung 3 mit r multipliziert. Dar v = 0 gilt, fallt ¥ ausder Gleichung
raus und esbleibt:

r w=r2q (4)

Dies st eine so genanre Poisson-Gleichung mit dem unbekannten Skalarfeld g und den
Neumann-Randhedingungen% = 0.r 2 ist der Laplace-Ogerator 4 der als

©,0,0
@2 @2 @2

de niert ist. Poisson-Gleichungensind in der numeriscien Mathematik ein wohl belkanntes
Problem fur dasese ektiv e Losungserfahrengibt. Die LosungdieserGleichung, alsodas
skalare Feld g, wird gerutzt, um die Divergenzfreiheitzu erreichen.

v=Pw=w r(

Durch die AnwendungdesOperators auf beide Seitenvon Gleichung 2 erhalt man sdlie -
lich nur eine Gleichung fur die Ges&windigkeiten.

— =P (vr)v+ 2w+t (5)

Dabei wurde ausgenmitzt, dassPv = ¥ und Pr p = 0 gilt.

Da ein reinesVektorfeld visuell fur eine Raudsimulation nicht ausreitit, massenRaud-
partikel durch das Feld bewegt werden. Die Partik el werdendurch das Vektorfeld trans-
portiert. Im Falle von Raud ist es aber aufwandig jedes Partikel einzeln zu transpor-
tieren. Deshalb werden die Raudpartikel durch die Dichte des Rauds ersetzt. Eine
stetige Funktion beretinet dann fur jeden gewansditen Punkt im Raum den Wert fur
ein Raudpartikel. Die Entwicklung desDichtefeldsim Vektorfeld kann genauberedinet
werden. Dazu braucht man eine weitere Gleichung, die der Gleichung fur die Gesdwin-
digkeiten sehrahnlich ist. Man erhalt alsofolgendeGrundgleichungenauf denender Stam
Algorithmus basiert.

= (vr)v+ rw+T (6)

= (vr)+ r?+S (7)

0® /@
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Abbildung 4.1: Diskretisierungsgitter

4.2 Leosen der Gleic hungen

Ein e ektiv esLesender Gleichungen@ und [4 ist meglich, wenn man die Teile der Glei-
chungeneinzelnlost und dann addiert. Zum Herleiten desLesungserfahrens,gehenwir
zunadhst von einem festen vorgegelenen Gesd&windigkeitsfeld aus und betrachten die
Bewegungder Dichte durch das Feld. Zum Lesender partiellen Di erentialgleichungen
musszunadst der Raum in einemGitter diskretisiert werden.Die Vorgehenswisewurde
in Kapitel B besdirieben. Es werden jeweils zwei Gitter pro Vektorkomponerte und der
Dichte berutzt. Diesewerdenjeweils nach einemBeredinungsdairitt vertausdat.
Abbildung A1 zeigt solthe eine Diskretisierung fur den zwei-dimensionalenFall. Die Ge-
sdwindigkeiten und die Dichte werdenjeweilsim Zertrum einerZelle gesgeichert. Fur die
Randbedingungenwurde ein extra Rand verwendet, so dassdas Gitter um jeweils zwei
Zellen pro Achsegresserwird.

4.3 Bewegung der Dic hte

Wir gehennun von einem vorgegelenen festen Vektorfeld aus und betrachten die Ent-
wicklung der Dichte. Im weiterenwird sich also auf Gleichung[4 bezogenDie Termeder
Gleichung messenzum Lesennun einzelnbetrachtet werden.

—=| (#r) |+ r< +5S

Der eingerahnme Term sorgt dafur, dasssich die Dichte mit dem Vektorfeld bewegt.
Der Raudh soll alsoder Richtung desFluids folgen. DiesenE ekt kann man beobadtten,
wenn man z.B. Zigarettenraud durch Pusten bewegt.
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Initial Density Add Forces Diffuse Move

Abbildung 4.2: Sdritte desAlgorithmus

@ 2

—= (¢r) +|r

+3S

Der zweite Term besdireibt die Di usion der Dichte. Die Di usion ist die raumliche Vertei-
lung, ohneEin uss von Stromung. Die Di usion auf die eigertliche Stremung angevandt,
sorgt fur den Ausgleid der Stromungsbewegungenund stellt die Viskositat da. Die Starke
der Di usion wird von bestimnt.

2= i)+ 12 +[g)

S ist eine extern zum Systemzugetigte Dichte. Dies kennen versdiedeneDichtequellen
im Raum seinund von einem Benutzer interaktiv zugetigt werden.

Abbildung B2 zeigt den Ablauf der Beretinung. Man startet mit einem Initalgitter das
meistensleer seinwird. Die weiteren Sdiritte ertspredien den vorher erlauterten Termen
der Gleichung [ Der erste Sdritt, das Hinzufugen der Dichte ist einfad zu realisieren.
Dazu mussendie Dichtewerte der Quellennur mit dem Zeitschritt multipliziert und dann
zum Dichtegitter dazu addiert werden.

dpyr = dy+  tS

4.3.1 Diusion
Der nachste Sdiritt, nadhdem die externe Dichte hinzugetigt wurde, ist die Beredinung
der Di usion. Abbildung &3 zeigt den E ekt der Di usion.

D, !

Dn+1

Wir gehenwiedervon dem zwei-dimensionalenFall aus. Zwisden den benadbarten (ad-
jazerten) Zellen ndet ein Austausd der Dichte statt. Abbildung E4 zeigt wie der Aus-
tausch erfolgt. Dichte verlassteineZelle und esstromt ausder NachbarzelleDichte hinein.
DieseTatsade wurde sdhon im Kapitel 2, bei der Herleitung der Navier-StokesGleichung,
erkannt.
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Abbildung 4.3: Links vor und redhts die Situation nad der Di usion

hi i1 ~do ij 1. i+

Abbildung 4.4: Austausd der Dichte bei der Di usion

Die Di usion wird durch den zweiten Term der Gleichung[@, r ? , beshrieben. Betrach-
tet wird jetzt nur die linke und die mittlere Zelle. Die Anderung zwisden den Zellenist
die Di erenz zwisden den ein ie enden und ausstmmendenDichtewerten unter Bereck-
sichtung desZeitsdritts, der Di usionsrate Kappa und dem Quadrat der Zellgresseh.

D= t(Di 13 Djj)=h°

Der Dichte uss steigt also bei einemgro en Zeitsdritt, einer hohen Di usionsrate oder
einer kleinen Zellenge e. Werden alle Zellen zusammenbetrachtet, komnt man zu fol-
genderGleichung:

Dn+1i;j = Dni;j + t(D + Dn

+Dn, ,+D 4D, )=h?

ni 1 i+1 3 Nijj +1
Dies entspricht der Diskretisierung des Laplace-Operators r 2 aus dem Di usionsterm.
Eine Implemertierung dieser Gleichung ware sehr einfad. Leider wird dieselmplemen-
tierung nicht stabil funktionieren. Das Systemwird instabil, wenn der Zeitsdritt oder
die Di usionsrate zu gro sind oder die Zellengm e zu klein wird. Bei zu gro en Dif-
fusionsraten, fangen die Dichtewerte an zu oszillieren, bekommen negative Werte und
divergierenletztendlich. Diesfuhrt dazu,dassdie Simulation sinnloswird. Die Simulation

wird instabil wenn

t=h?> 1=2
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gilt. DiesesVerhaltenist typisc fur instabile Methoden. Die Loesungfur ein stabilesVer-
fahrenist in einerimpliziten Methode zu suden.

Hierbei sudht man nadc der Dichte, die vor der Di usion aktuell ist. Das erreicht man mit

einemnegativen Zeitsdritt.
t

Dn Dn+1
Es mussjetzt rauckwarts in der Zeit gegu&t werden.Als Gleichung wird dasfolgenderma-
en ausgedeickt.

(1 tr 2)Dps1 = Dy,

Hier ist | die Identiteatsmatrix. Diskretisiert erhalt man folgeneGleichung.

— —h2-
Dni;j - Dn+li;j t (Dn+li 1; + Dn+1i+1 i + Dn+li;j 1 + Dn+li;j +1 4Dn+li;j )_h .

Das Problem hierbei ist, dassdie rechte Seite, also D41, unbekannt ist. Da der Dich-
tewert jeder Gitterzelle eine Unbekannte ist, erhalt man ein lineares Gleichungssystem
aus, fur den zwei dimensionalenFall, M N Unbekannten. Dieseslineare Gleichungssy-
stem muss gelest werden. Das Systemkann allerdings sehr gro werden und hangt von
der Gro e desDiskretisierungsgittersab. Diesesstellt aber kein gro es Problem dar, da
ein schwacdh besetztesSystemvorliegt. Es sind hauptsacdlich die Diagonaleund Umge-
bung der Matrix besetzt. Der Rest der Matrix ist mit Nullen aufgetillt. Das Entstehen
desGleichungssystemswurde in Kapitel [3 genauererklart. Ein LosendieserGleichungs-
systemedurch einen einfachen Gau -Algorithm us, ware hier unsinnig. Es weirde zu viel
Zeit benstigen und unnetig viele Multiplik ationen mit Null erthalten. Fur diesespeziellen
Matrizen existieren sthnelle numeristie Losungserfahren. Hier seiendas SOR- und das
konjugierte Gradienten Verfahren (CG-Verfahren) erwahnt. Eine genaueErlauterung zu
diesenVerfahren ndet manim Anhang[Bl

4.3.2 Transp ort

In diesemSdiritt werdendie Dichtepartikel durch das Vektorfeld bewegt. Verartwortlich
hierfur ist der Term (v r ) . Abbildung &3 zeigt diesenVorgang.Man kann gut erken-
nenwie sich die Rauchpartikel ertlang dem Vektorfeld ausbreiten.Wir gehendabei wieder
von einembekannten festenVektorfeld aus. Hier untersdheidet sich der Algorithmus von
Stam von der ublicher Vorgehenswisein der Stromungsmebanik. Foster et al. [9] ver-
wendetenzum Losendes TermsFinite Di erenzen was zu Instabilitat fehren kann, wenn
die Gitterau sosungnicht fein gerug ist oder der Zeitsdritt zu gro gewahlt wurde.

Wie beim Di usionsschritt betrachten wir wieder die Stromungen zwisden den Zellen.
Hier gibt das Vektorfeld die Richtung vor in der sich die Steme bewegen. Eine naive
Implemertation fuhrt wiederzu eineminstabilen Verfahren,wennder Zeitsaritt, die Ge-
scwindigkeiten oder die Viskositat zu gro werden. Man kennte sich mit einem stabilen
impliziten Verfahrenbehelfen.Diesesfuhrt aber zu einernicht symmetristben Matrix mit



32 KAPITEL 4. STABLE FLUIDS ALGORITHMUS

= ‘//\ n ?77

(a) (b) (c)

Abbildung 4.6: Partik elverfolgung: (a) Vektorfeld, (b) Partik elverfolgung endet nicht in
Zellenmittelpunkt, (c) von einemZellenmittelpunkt ruckwarts in der Zeit guden

unterschiedlichen Konstanten. Hierfur gibt eskeine geeignetensdinellen Losungserfah-
ren die nicht zur Instabilitat fehren.

Die LosungdesProblemsbestelt darin, dassdie Dichte als Partikel betrachtet wird und
eine Partik elverfolgung durch das Feld erfolgt, um die neuePosition desPartikels zu er-
halten. Dazu wird die Mitte einer Zelle als Partik el angenommerund mit dem Vektorfeld
bewegt. DiesesPartik el reprasettiert die Raudhdichte in der Mitte der Zellenund ist da-
mit eine Diskretisierung der Dichte.

Zur Umsetzungwerdenwiederzwei Gitter verwendet. Ein Quellgitter und ein Zielgitter in
dem die neuenDichtewerte eingetragenwerden. Verfolgt man das Partikel nun vorwarts
in der Zeit, wird es nicht unbedingt in einem Zellmittelpunkt enden (siehe Abbildung
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Abbildung 4.7: Interpolation der Dichte

Startpunkt O/'
O O .
o— O

Abbildung 4.8: Partik el-Verfolgung mber die Zeit

HHb)). Fur die weiteren Berecinungen wird der Dichtewert in den Zellmittelpunkten

benetigt. Eine Bestimmung des Dichtewertesin der Zellmitte ist jedoch auf dieseWeise
nicht meglich. Besserist es, die Partikel im Quellgitter zu nden, die genauin einem
Zellmittelpunkt nach dem Transport enden.Diesekann man nden, indem man ruackwarts

in der Zeit gelt. Man betrachtet ein Partikel im Zellmittelpunkt und verfolgt eszu dem

Punkt von wo esvor dem Zeitsdritt hergelommen sein muss (Abbildung E8(c)). Der

Dichtewert diesesPartikels wird dann in der neuenPosition eingetragen.Der Ursprung

des Partikels wird sich nicht in einem Zellenmittelpunkt be nden von dem man sofort
den Dichtewert mbernehmenkennte. Esist hier eine Interpolation durch die am nacdsten
liegendenNadbarzellenerforderlich.

Abbildung &4 verdeutlicht diesesVorgehen.Der gesubte Wert kann durch lineare Inter-

polation gefundenwerden,da die vier umgelendenWerte bekannt sind. DieseVorgehens-
weisewird auch semi-Lagrange Verfahren genann. Diese Verfahren haben den Vorteil,

dasssienicht von den CFL Bedingungenabhangenund gro e Sdritt weiten ermeglichen.
Die CFL Bedingungenbesagengdasskein Partik el desFluids in der Zeit t mehralseine
Gitterweite h zurucklegendarf. Siehedazu das Glossarauf Seite[Z4

4.3.3 Partik el-V erfolgung

Wie gezeigtwurde, ist die Partik el-Verfolgung eine wichtige Grundlage zur Beredinung
desTransports der Rauchpartikel durch das Vektorfeld.

Abbildung E3 zeigt ein Beispiel dafur wie sich ein Partikel uber mehrere Zeitsdritte
bewegenkennte. Das entspricht der Gleichung

dx = Vdt

oder in Integralform 7
x(t)= Vvdt

t
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Startpunkt

. \( Dt

Xt Yt+1

Abbildung 4.9: Euler-Integration

Kritisch ist hier die Wahl von dt. Wird der Zeitschritt zu gro gewahlt, kennenkleinere
Details mbersprungenwerden. Zum Lesenist eine numerisde Integration erforderlich.
Hierfur kommenim wesetlichen zwei Verfahrenin Frage. Diesesind:

Euler Integration

Kutta-Runge Verfahren

DiesebeidenVerfahrensollennun genauerbetrachtet werden.

4.3.3.1 Euler Integration

Die Euler Integration ist dasmit Abstand einfadiste Verfahren.DiesesVerfahrenist sehr
popular, da man mit ihm sdcnell erste Ergebnisseerhalt.

X1 = %+ VL

Die Position ergibt sich aus der alten Position plus eine um dem Zeitsdritt verringerte
Gestwindigkeiten desVektorfelds V. In Abbildung B9 wird dieserVorganggezeigt.Dies
lasstsich sdnell und einfad beretinen. Da man in unsererPartik el-Verfolgungreuckwarts
in der Zeit gelt, mussdie Gleichung wie folgt aussehen:

a1 = % VLU

Der numeriste Fehlerist
o( t?):
4.3.3.2 Runge-Kutta Verfahren

Ein besseresiumeristhiesVerhalten hat dassogenanrie Runge-Kutta Verfahrender zwei-
ten Ordnung. Hier wird mittels desEuler Verfahrensein erster Sciritt durchgetihrt, der
durch einenzweiten verfeinert wird.

t
Xev1 = K¢ t 7(Vt + Vi)

V+1 wird hier zunachst mittels der Euler Methode berednet.
Der numeristhe Fehler diesesVerfahrensist

o( t3):
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Startpunkt
) M- )
X X1

Abbildung 4.10: Runge-Kutta-Verfahren

Mit demRunge-Kutta Verfahrenerreicht man einegre ere Genauigleit. Eserlaubt gre ere
Zeitsaritte bei gleichem Fehler im Vergleid zum Euler Verfahren. Die Berednung ist
allerdings aufwandiger. Neben dem Verfahren zweiter Ordnung ist auch das Verfahren
vierter Ordnung sehrverbreitet. Zum Zwede einer Rauchsimulation geregt dasVerfahren
zweiter Ordnung, da esguter Kompromiss zwisthen Qualitat und Redenzeitist.

4.4 Bewegung des Vektorfelds

Bisher wurde von einem festen Vektorfeld ausgegangenin dem sich Materie bzw. deren
Dichte bewegte. Das Vektorfeld selker verandert sich bei einem Ein uss von externen
Kraften ebenfalls. Das soll nun untersudit werden.

= (vr)v+ rw+T (8)

00 o|@

= (vr)+ r?+S 9)

Wenn man nochmal die beiden Gleichungen fur das Vektorfeld (Gleichung B) und die
Dichte (Gleichung @) vergleidit, fellt eine starke Ahnlichkeit auf. Auch bei der oberen
Gleichung gibt eseinenDi usionsterm r 2v, mit der Viskositat . Die Beredhnung die-
sesTermswurde sdon fur die Dichte hergeleitet. Fur die Gestwindigkeiten im Vektorfeld
erfolgt die Beredinung auf ahnliche Art und Weise.Dabei mussjedoch der Term fur jede
Vektor-Komponerte beretinet werden.Es messenalsozwei Di usionsgleichungenfur den
2D- und drei fur 3D-Fall gelest werden. Das Hinzufugen externer Krafte zu dem System
besdireibt der letzte Ausdrudk in der Gleichung. Hier geit man ebenfalls wie bei dem
Hinzufugen externer Dichte vor.

Am Interessatesten ist nun der erste Term (v r )¥. Er hat gro e Ahnlichkeit mit dem
erntsprechendenTerm fur die Dichte-Gleichung. Der Term ist durch das doppelte Auftre-
ten der Gestwindigkeiten v dafur verartwortlich, dassdie Gleichung nicht-linear wird.
In dem Fall fur die Dichte konnte man diesenAusdrudk sointerpretieren, dassdie Dichte
dem Vektorfeld folgt. Hier mussteman nun sagendassdasVektorfeld sich selbstfolgt und
bewegt. Dieseskann wirklich angenommenwerden. Das Vektorfeld bewegt sich quasisel-
ber weiter. Das hat dengro en Vorteil, dassman die gleichen Loesungserfahrenberutzen
kann wie sie fur die Dichte hergeleitetwurden. Es wird das besdiriebene semi-Lagrange
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Verfahren berutzt. Bei der Berehinung werden wieder zwei Gitter benetigt. Man geht
zunadst einen Zeitsdritt reckwarts in der Zeit und bestimnt, wie bei der Dichte, mit-
tels Interpolation im ersten Gitter den dortigen Vektor. Dieser Wert wird dann in die
aktuelle Position im zweiten Gitter eingetragen.Man benetigt fur jede Vektorkompo-
nerte zwei Gitter. Die Bestimmung desneuenVektors mussdann fur jede Komponerte
einzeln beretinet werden. Die Position ist jeweils die gleiche, nur die Interpolation zur
Bestimmung desVektors musskomponertenweiseerfolgen.

4.4.1 Erhaltung der Masse

In den Grundgleichungender Navier-StokesGleichungenist gefordert, dassdie Masseer-
halten bleibt, d.h. dassdasVektorfeld divergenzfreist. Dasbesagtdie folgendeGleichung,
die Teil der Navier-StokesGleichung ist.

r =20

Betrachten wir Abbildung E4 auf Seite[30 die den Dichteaustaust: benadbarter Zellen
zeigt. Sie kann genausofur den Austausd der Vektorgesbwindigkeiten berutzt werden.
Wenn obige Gleichung gelten soll, mussalso fur den 2D-Fall

U+ U 15 +Vijar Vi 1=0

erfullt sein.U und V sind die Komponerten eines2D-Vektors. DieseGleichung wird nach
der Durchfuhrung der bestiriebenenTeilsdritte zum Lesender Navier-StokesGleichun-
gennicht erfullt sein. Das Vektorfeld musskorrigiert werden,damit die Gleichung erfullt
ist. Wie das gestiehenkann, wurde schon in Abschnitt .1 hergeleitet. Dabei wurde die
Hodge-Dekompstion berutzt die besagtdasssich jedesVektorfeld in ein divergenzfreies
Feld und ein Gradierntenfeld zerlegenlasst.

W=¥+r(

Bei der Herleitung in Abschnitt Z1 kam man sdlie lic h zu der Gleichung

r w=r2q (10)
womit sich dasdivergenzfreieVektorfeld bestimmenlasst.

¥=W I (Q (11)

Es muss also das skalare Feld g bestimmt werden, damit sein Gradient vom Vektorfeld
subtrahiert werdenkann, um Divergenzfreiheitzu erreichen. g kann man durch Lesender
Gleichung [IT erhalten. Dieseist eine so genanne PoissonGleichung und kann fur den
2D-Fall wie folgt diskretisiert werden:

(U1 U 15+ Vigar Vi 1)=h= (Qiuaj + Qi 15+ Qij+1 + Qi 1 4Qy )=h*"

Q ist hier also unbekannt und kann durch Bildung einesGleichungssystemswie beim
Di usions Sduritt, bestimnt werden.Das Gleichungssystemst wiederumsdwad besetzt
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Abbildung 4.11: 2D Raudsimulation: links ohne und rechts mit Vorticity Con ne-
ment(ausZ1])

und kann mit dengangigenMethodenwie SOR oder daskonjugierte Gradierten Verfahren
e ektiv gelst werden.Erlauterungendazu nden sich in AnhangBl Nachdem dasskalare
Feld nun bestimmt wurde, kann seinGradient vom Vektorfeld, wie in Gleichung[L], einfach
subtrahiert werden,umdie geforderteDivergenzfreiheitzu erreichen.

4.4.2 Vorticit y Connemen t

Raud ersdeint realistish, wenn dieser rotierende und turbulente Strukturen erthelt.
Durch die numeristhe Dampfung des StableFluids Algorithm us werdendieseEigenstaf-
ten sdhnell unterdreckt. Eine Losungum dieseTurbulenzenwieder zu erhalten, ware eine
zufallige Verwirbelung desFluids. DiesesVorgehengarartiert aber nicht, dasdie Turbu-
lenzenaudh an den Stellen wieder zugetigt werden wo sie verloren gegangensind. Das
kann zu einemunrealistishen Verhalten fuhren.

Eine bessereMethode mit dem Namen Vorticity Con nement wurde bereits 1994 von
Steinho et al. [3(] bestrieben. Die Grundidee dieserMethode ist, die durch die nume-
rische Dissipation verloren gegangend=nergie dem Vektorfeld wieder zuzufuhren. Fedkin
et al. [7] verwendeten2001dieseMethode erstmaligin der Computergraphik. Als Beispiel
fur den 2D-Fall zeigt Abbildung E11 deutlich die Verbesserungeiner Raudisimulation
durch dasVorticity Con nement. Im linken Bild sind kaum Verwirbelungenzu erkennen,
wahrend sie rechts deutlich hervortreten.

Statt der Gesdwindigkeiten im Vektorfeld wird nun die Verwirbelung betrachtet. Der
erste Sdritt zur Beredinung, ist also die Bestimmung der Stellen an denenRotationen
auftreten. Die Gebietemit Verwirbelung werden mit

L= ¥
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bestimnt. Man erhalt wiederein Vektorfeld. Im 2D-Fall stehendie Vektorensenkrebt auf
der Fluid-Ebene.Das Ergebniskann als Ma genommenwerden, wie hoch die Rotation
an jeder Stelleim Fluid ist. DieseRotation wird allerdings numerisd beim Stable Fluid
Algorithmus gecampft. Um das zu verhindern, wird eine externe Kraft senkrebt zum
Gradienenfeld desWirb elfeldeshinzugetigt. Das normierte Gradientenfeld ist

N = i ( =1 +)
Der Gradientenvektor jeder Gitterzelle zeigt auf den gre ten Anstieg der Starke der Wir-
belbildung. Senkretit zu diesemGradienten mussnun eineexterneKraft, die proportional
zur Verwirbelungist, hinzugetigt werden.

Tconf = "(N !“)

Der Faktor " bestimmt die Starke mit der Ty Wieder dem Systemzugetigt wird. Wie
Abbildung ET1 zeigt, ist Vorticity Con nement eine gute Moglichkeit realistisdhe Wirb el
Zu erzeugen.

4.5 Ablauf der Simulation

Nadidem die einzelnenSdiritte zum Lesender Gleichungen entwickelt wurden, kann
daraus der netige Ablauf der Simulation angegelen werden. Als erstesmuss der Raum
in Zellen unterteilt werden. Diese ergelen die erwahnten Gitter zur Diskretisierung. Es
messenje zwei Gitter fur jede Komponerte desVektorfeldesund desDichtefeldesbereit-
gestellt werden. Die Gestwindigkeiten des Vektorfelds und die Dichtewerte werden im
Zertrum jeder Zelle de niert. In der Stromungsmebanik werden oft versetzte Gitter, so
genanrie staggeed Grids, berutzt. Hier be nden sich die Gesd&windigkeiten am Rand
der Zellen. Das garartiert ein besseresiumerisdes Verhalten, ist aber umstandlicher zu
berutzen und zeitaufwandiger bei der Di erenzenbildung. Fur eine einfadhe Raudhsimu-
lation in der Computergraphik reicht es, die Gestwindigkeiten im Zertrum jeder Zelle
anzunehmen.Fur eine hohe Qualitat oder Verwendung des Algorithmus zur Simulation
von Flussigleiten (sieheFoster et al. [g]), eignetsicdh dagegendas staggeed Grid besser.

Zu Beginn der Simulation sind die Gitter im Allgemeinenleer. Man kennte jedoch ein
Vektorfeld oder eine Dichteverteilung vorgeben. Das Ergebniseiner Beredinung in jedem
Sdritt wird im jeweils anderenGitter gespeidhert. Die Gitter werden danad getausait.
Fur den 2D-Fall kann man folgendeSimulationsdleife angeten.

while(simulation)

{
swap(vl,v0); swap(sl,s0);
vstep(ul,uO,visc,F,dt);
sstep(s1,s0,vS,aS,ul,sou rce, dt);
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v sind die Gitter fur das Vektorfeld und s die Gitter fur das Dichtefeld. Die Viskositat
wird mit visc angegelenund vSist die Di usion der Materie. F sind die externenKrefte,
die dem Vektorfeld hinzugetigt werdenund source ist externesMaterial, welchesin die
Simulationsumgebungeingetigt wird. Der Zeitsdritt, der die Gestwindigkeit der Simu-
lation steuert, wird mit dt angegelen. Dieser Wert wird im Allgemeinen zwisden 0.1
und 1.0liegen.Bei instabilen Verfahrenmesstehier ein wesetlich kleinerer Wert berutzt
werden. Ein Wert der noch nicht erwahnt wurde ist aS Er gibt die dissiption an, die
festlegt wie sich die Materie im Raum verteilt und wenigerwird. Ohne den dissipations
Sdritt werrde sich ein Raum wahrend der Simulation standig mit Materie fullen. Der
Raum weirde quasivoll gequalnt” werden.Deshalbwird jedesElemert ausdem Dichte-
feld nadch den Simulationssdiritten mit 1+ aS dt dividiert. Dadurch versdwindet alterer
Raud langsamaus dem Simulationsraum.

Die einzelnenSdritte fur denvstep() alsofur dasVektorfeld sehenso aus:

vstep(ul, uO0, visc, F, dt)

{
addforce(u0,F,dt);
diffuse(ul,u0,visc,dt);
transport(u0,ul,ul,dt);
project(ul,u0,dt);

}

Die project() Prozedur sorgt fur die, von den Navier-Stokes Gleichungen geforderte,
DivergenzfreiheitdesVektorfeldes.Da fur die Behandlungder Dichte und desVektorfeldes
die gleichen Verfahrenberutzt worden sind, kennenfur densstep() die sellen Routinen
desvstep() verwendetwerden.

sstep(sl, sO, k, a, u, source, dt)

{
addforce(s0,source,dt);
diffuse(s1,s0,k,dt);
transport(s0,s1,u,dt);
dissipate(s1,s0,a,dt);

}

Die Routine ist alsosehrahnlich zum vstep(). Es wird hier keine Prozedur project()
benetigt. Dafur gibt esdie dissipate() Funktion die fur eine,,Au *osuny desRaudes
sorgt. Nachdem ein neuesDichtefeld beretinet wurde, kann diesesin geeigneterWei-
se ausgelen werden. Welche Moglichkeiten es dafur gibt, wird in Kapitel H anhand der
Implemertation erlautert.
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4.6 Lwosen der Gleic hungen mittels FFT

In seinerVere enlichung [Z27] zeigt Stam eine alternative Losungsnaglichkeit fur die Dif-
fusion und den Sdritt zum Erreichen der Divergenzfreiheitbasierendauf einer Fourier
Transformation. Diesesfunktioniert aber nur, wennman einenperiodischen Rand hat und
sich keine Objekte im Simulationsgebietbe nden. Ausfuhrlich bestireibt Stam in [2g] das
Verfahrenund zeigt dort, dassein Navier-StokesSolwer in 70 Zeilen C Code meglich ist.
Wenn das Vektorfeld periodisch ist, kann man esin den Fourier-Raum transformieren.

v(x;t) ! k;t)

Im Fourier-RauH1 ist der Gradientenoperator r aquivalert zu einer Multiplik ation mit

ik, wobei i = 1 gilt. Das vereinfadit wesetlich den Di usions-Schritt sawie den
Projektions-Sdritt zum Erzeugender Divergenzfreiheit,da nun keine Gleichungssysteme
mehr geldst werdenmessen.Die Beredinung der Sdritte ergibt sich alsofolgenderma en:

| tr?2 1 1+  tk?
Pw ! Pw(k) = Ww(k) k_lz(k w(k))k

Es gilt weiterhin k = jkj. Der Operator b projiziert den Vektor Ww(k) auf eine Ebene
die senkretit zu der Wellenrummer k ist. Die Fourier-Transformation einesdivergenz-
freien Vektorfeldesliegt senkretit zu den Wellenrummern. Die Komplexitat der Fourier-
Transformationist O(NlogN ). Diesesist theoretisth aufwandigerals eineLosungmit den
sthnellsten Verfahren zum Losensdwadbesetzter Gleichungssysteme Diese sind aber
umstandlich und kompliziert zu implemertieren. Eine Implemertation mittels der FFT ist

ertscheidend einfadher. Fur die Beretnung der Fourier-Transformation verwendet Stam
die FFTW Bibliothek [15]. Die FFTW st eine populare C Biliothek fur eine sdnelle
Fourier-Transformation. Es muss also abgewogenwerden, ob sich eine Beredinung mit-

tels FFT lohnt. Fur den 2D-Fall kann es eine lohnende Alternativ e sein. Nadteilig ist
hier, dassvon einem periodischem Rand ausgegangernwird. Fluid was z.B. den rechten

Rand verlasstersdeint am linken Rand wieder. Es ist weiterhin mit dieserMethode nicht

meglich Objekte im Fluid zu behandeln.Stam nutzte diesesVerfahrendeshalbvorrangig
zur Erzeugungvon Texturen.



Kapitel 5
Dusty - Eine Skriptbasier te
Rauchsimula tion

DiesesKapitel bestireibt den Aufbau und Implemertation einesAnimationssystemszur
Raudsimulation. Grundlageder Implemertation ist derin Kapitel A bestriebenenStable
Fluids Algorithmusvon Stam [Z4]. Ziel desProjektesist einerealitatsnaheSimulation von
Raud in Echtzeit.

Das Ergebnisder Implemertierung ist das SimulationssystemDusty . Die wesetlichen
Merkmale von Dusty sind:

realitatsnaheEchtzeit Simulation von Rauch und Gasen
exibles Skriptsystem

Berutzer Interaktion wahrend der Laufzeit

Alphakanal Unterstutzung zur Montage in Filmsequenzen
einfad zu Bedienen

auf drei Betriebssystemenverfugbar (Linux, Windows, MacOS)

Auf die Implemertierung soll in diesemKapitel naher eingegangerwerden.Vor den wei-
teren Erlauterungen,werdenkurz die verwendetenexternenBibliotheken vorgestellt, die
die Entwicklung von Dusty in dieserForm meglich gematt haben.

5.1 Benutzte Komp onenten und Bibliothek en

Fur Dusty wurden versdiedeneexterne Komponerten verwendet, wie z.B. fur das GUI
oder den Skriptinterpreter, verwendet. Vor der weiteren Besdireibung von Dusty soll
kurz auf dieseeingegangerwerden.

41



42 KAPITEL 5. DUSTY - EINE SKRIPTBASIERTE RAUCHSIMULATION

5.1.1 TEKIlib

Eine tragende Rolle bei der Entwicklung von Dusty spielt die TEKIib [1g]. Sieist eine
plattform unabhangige Multimedia-Bibliothek, virtuelles OS, Middleware und Entwick-
lungspalet. TEKIib steht unter der BSD-Lizenzund kann damit einfad fur eigeneProjek-
te verwendet werden. Sie vereinfatit das Programmierenz.B. durch einfachere Handha-
bung von Systemfunktionen.Diesewerden auf allen portierten Systemengleich berutzt.
TEKIib bildet diesedann auf dasberutzte Betriebssystemab. Weiterhin ist TEKIlib mo-
dular aufgebautund kann dadurd leicht erweitert werden.Wichtig war, dasTEKIib eine
gute Unterstutzung fur Threads und Semaphorenwelde fur die Integration des Skript-
Interpreters in Dusty wichtig sind, bietet. Da TEKIib auf mehrerenSystem verfugbar
ist, sind mit der TEKIib entwickelte Programmemeistenssofort portabel und kennenfur
dasenspretendeZielsystemeinfad neu kompiliert werden. Eine Besonderheitvon TE-
Klib ist die VerwendungeigenerTypen. Sokennenauf jedem Systemdie gleichen Typen
berutzt werden. Diesewerden auf die korrespondierendenTypen des Systemsgemappt.
Statt int oder oat wird z.B. in TEKlib TINT und TFLOAT berutzt.

5.1.2 LUA

LUA [37] ist eine Skriptspradhe die hauptsadlich zur Erweiterung von Applikationen
entwickelt wurde. LUA hat einenkleinen eigenenSpradsatz. Der Vorteil bestelt darin,
dassleicht eigeneFunktionen implemertiert werden kennen. So konnte der Befehlssatz
um die Funktionen, die fur Dusty netig sind, erweitert werden. LUA wurde als Modul
in TEKIib implemenriert und konnte soleicht in Dusty integriert werden.

5.1.3 FLTK

Die Benutzungssanittstelle von Dusty wurde mit der Bibliothek FLTK (The Fast Light
Toolkit) erntwickelt. DieseBibliothek ist auf drei Betriebssystemerverfugbar, basiert auf
OpenGL und enthealt eine GLUT Emulation. Da die Ausgabe der Simulationsergebnisse
von Dusty mit OpenGL erfolgensollte, war sie einegute Wahl fur eine Implemertation.

5.2 Struktur von Dusty

Abbildung zeigt einengroben Uberblick desinternen Aufbaus von Dusty . Die wich-
tigen Teile sind das Benutzerinterface mit der Ausgale der Simulationsergebnisseder
Navier-StokesSolver und der Skriptinterpreter.

Der Skriptinterpreter lauft in einem eigenenThread. Um den Ablauf mit dem Haupt-
programm zu syndironisieren, ist die Benutzung von Semaphoen notwendig. Wie das
realisiert wurde, wird in Absdnitt bestirieben. Der Aufruf des Navier-Stokes Sol-
vers zur Ausfuhrung eines Simulationssdirittes, erfolgt entweder intern oder kann von
dem gestarteten Skript gesteuertwerden. Dies ist sinnvoll, wenn das Skript nicht nur
zum Aufbau der Szene,sondernauc zur Animation der Szeneverwendet wird. In den
nadhsten Sektionenwerdennun die einzelnenTeile von Dusty genauerbesdirieben.
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\1 %4

Benutzungsschnittstellg
und Grafische Ausgab¢<«———={ Hauptprogramm ««——  Skript Interpreter

(FLTK) (LUA)

Ausgabe mit
OpenGL Navier Stokes Solver

Abbildung 5.1: Aufbau des Simulations-Systems

5.3 Navier-Stokes Solver

Das Leosender Navier-Stokes Gleichung ist die Grundlage der Stremungssinulation in
Dusty . Dieseskann e zient mit demin Kapitel @ bestriebenenStableFluids Algorith-
mus realisiert werden. Die Abarbeitung des Algorithmus wurde optimiert, so dasseine
Simulation in Echtzeit meglich ist. Die netigen Sdritte und ihre Umsetzungin Dusty
werdennun genauererlautert. Die einzelnenSdiritte der Simulation sind:

1. FugeexterneKrafte und Dichte zu

2. Diusion

3. Advektion bzw. BewegungdesVektor- und Dichtefeldes
4. Divergenzfreiheitherstellen

5. Vorticity Con nement

6. gehezu Sdritt 1

Der letzte Sdritt, dasVorticity Con nement, ist optional und dient dazu Verwirbelungen
zu erhalten oder zu verstarken. Bewvor die Simulationssdiritte ausge#ihrt werdenkennen,
muss Speicher fur die netigen Gitter zur Diskretisierung bereitgestellt werden. Wie aus
dem Algorithmus hervorgelt, benstigt man jeweils zwei Gitter zwisdien denennad je-
dem Sdritt gewedhselt wird. Die einzelnenKomponerten der Gestwindigkeiten, u; v und
w werden jeweils in einem separatenGitter gesgeidhert. Fur das Dichtefeld werdendrei
Gitter berstigt, wenn der COLOR-Modus aktiviert wird. Das heit, dasfarbiger Rauch
erzeugtwerdensoll. In diesemFall wird je ein Gitter fur die R, G, B Komponerte berutzt.
Fur die Temperatur wird ebenfalls ein Gitter bereitgestellt. Alle Gitter meussendoppelt
vorhandensein.lhre Gro e berednet sich durch (wx+ 2) (wy+ 2) (wz+ 2). Die Erwei-
terung um 2 ist fur den Rand notwendig. Siehedazu auch Abbildung 1 und Erklarung
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auf SeitelZ8. Es wird ein eindimensionaled-eld berutzt, um den Zugri auf die einzelnen
Elemerte auf Gesdwindigkeit zu optimieren. Der Index fur die Elemente wird mit einem
Makro beredtinet.

#define IX(@i,j,k) () + (C->wx+2)*() + (c->wx+2)*(c->wy+2)*(K))

Eskannsoz.B. mit u[lX(i,},k)] auf ein Elemert im Feld zugegri en werden.Da esefter

vorkommt, dassman den gleichen Index fur die vershiedenenGitter benstigt, reicht es
wenn der Index mit dem Makro nur einmal beredinet wird. Dann kann dieserWert in

einer Variablen gesgeichert und direkt fur die weiteren Gitter verwendet werden. Dieses
spart Redhenzeit.

5.3.1 Objekte und Quellen fur eine Szene

Bewor die Simulation ausgetihrt werden kann, muss festgelegtwerden, wo im System
sich Objekte und Quellen fur externe Krafte be nden. Diese werden von dem gelade-
nen Szenenskriptbestimmt. Weldhe Moglichkeiten es dabei gibt, wird in Absdnitt
bestirieben. Die in der SzenevorhandenenObjekte und Quellen werdenin einer verket-
teten Liste verwaltet. Um Objekte bei der Simulation als Hindernissezu beracksicitigen,
meissendiesein Voxel uwberfuhrt werden. Das heit, esmu bestimmt werden, welche
Gitterzelle sich in einemHindernis be ndet. Dazu wird nach dem Laden der Szene(oder
wenn die Objekte ihre Position verandert haben) die Prozedurvoxelize() aufgerufen.Hier
wird dann fur jede Art von Objekt (z.B. Kugel, Quader) gepruft, welche Zellen durch
dasObjekt belegtwerden.Dieselnformation wird in einemzusatzlichen Feld boundsvom
Typ voxel gesgeidchert. Ein Voxel hat folgeneStruktur:

typedef struct _vox

{
TBOOltaken;
TFLOATtemp;
TINT type;

} voxel;

Mit dem Elemen taken der Struktur wird bestimmt, ob die Gitterzelle von einem Hin-
dernis belegt ist oder nicht. Hat das Objekt eine bestimmte Temperatur, wird diesein
temp gesgeidhert. Im Elemert type wird der Typ der Zelle festgelegt.Das heit, eswird
unterschiedenob sidh die Zelleim InnerendesHindernissesoder am Rand be ndet. Dabel
muss unterschiedenwerden, wo sich der Rand relativ zu der Zelle be ndet. Es wird z.B.
unterschieden ob sich die Zelle oben, unten, links, redits, vorne oder hinter dem Objekt
be ndet. Diesist netig, um die in Absahnitt 23 auf SeitelZl erlauterten Randbedingun-
genaud an den Kanten der Hindernisseeinzuhalten.

Fur die Quellen sind diese Bestimmungen nicht notwendig. Sie werden fur den ersten
Sdritt der Simulation, dasHinzufugender externenKrafte und Dichten, benstigt. Dieser
Sdritt wird als nachstesbestirieben.
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5.3.2 Externe Kr afte und Dic hten

Die Simulation beginrt mit dem Hinzufugenvon externen Kreften und Materie in Form
von Dichte zu dem System.Diesesist sehreinfat, da nur

Vi1 = ¥+t

beretinet werden muss. Der folgende Code-Aussbnitt zeigt, wie dasin Dusty umge-
setzt wurde. Es wird durch die Liste der Objekte iteriert. Wenn ein Objekt eine Quelle
ist, werden an der Position der Quelle im Gitter ihre Ges&windigkeiten und Materie,
multipliziert mit dem Zeitsdritt, in dasGitter ubertragen.

[* iterate objects */
onode = c->objects.tlh_Head;
while ((onext = onode->tln_Succ))
{
TINT idx;
obj *tmp = (obj *)onode;

if(tmp->type==SOURCE)
{

X
y
z

tmp->int_pos|0];
tmp->int_pos[1];
tmp->int_pos[2];

idx = IX(x,y,2);

c->rdens[idx]  += c->dt*tmp->rdens;
c->gdens[idx] += c->dt*tmp->gdens;
c->bdens[idx] += c->dt*tmp->bdens;

c->ufidx] += c->dt*tmp->uforce;
c->v[idx] += c->dt*tmp->vforce;
c->z[idx] += c->dt*tmp->wforce;

c->temp[idx] = tmp->temp;

}

onode = onext;

}

Wenndie Raudpartikel dem Auftrieb der Temperatur folgensollen,messerzusatzlich die
erzeugtenAufstiegskrafte addiert werden. Fedkin et al. sdhlagenin [7] folgendesModell
zur Beredinung der Kreafte vor.

f = v+ (T Tamp)¥
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Hierbeiist v = f0; 1; 0g. Die Parameter und meussensogewahlt werden,dasssich ein
realistishes Verhalten ergibt. Das Temperaturgitter wird vorher mit einer Umgebungs-
temperatur T,y initialisiert. Wird nun eine externe Temperatur in das Systemgegelen,
enstehenmit der obigen Gleichung Krefte, die fur einen Aufstieg sorgen.Ist die Tempe-
ratur kelter als T, fallen die Raudhpartikel nach unten. Partikel kennen sich also an
kalten Hindernissenabkehlen und damit absinken.

5.3.3 Diusion

Der zweite Sdiritt im Algorithmus, ist die Di usion, die Verteilung der Raudpartikel.

Die Diusion auf Gestwindigkeiten angevendet, bestimmt die Viskositat des Raudes.
Da Gaseund Raud im Allgemeinennur einesehrgeringeViskositat besitzen,haben Fed-

kin et al. in [7] vellig auf den Di usions-T erm verzichtet. Man erhalt die so genanren

inkompressiblenEuler Gleichungen.Wird in Dusty die Viskositat auf Null gesetzt,wird

dieserTeil mbersprungen.Das spart Redenzeit, da in diesemTeil ein Gleichungssystem
gelst werdenmuss.

Wie in Absahnitt E.31 hergeleitetwurde, mussfolgendesGleichungssystenter die Unbe-
kannten D,+; gelst werden:

Dni;j;k =Dn+1i;j;k t (Dn+1i Ljk + Dn+1i+1;j;k

—h2
+ Dn+1i;j + Dn+1i;j 41k + Dn+1 + Dn+1 6Dn+1i;j;k )—h

1k k1 ik +1
Das Systemist nur schwach auf denDiagonalenbesetzt(sieheSeitelZ). Fur Dusty wurde
deshalb ein numeristes Losungserfahren zur Bestimmung der Unbekannten berutzt.
Konkret wird eine Gau -Seidel Relaxation verwendet. Dieselat sich in wenigenZeilen
realisierenund liefert brauchbare Ergebnisse.Fur beste Qualitat emp ehlt Stam in [7]
die Verwendung eineskonjugierten Gradierten Verfahren mit unvollstandiger Choleski
Zerlegung.Das CG-Verfahren beinhaltet mehrere Matrix-Multiplik ationen und ist daher

zeitaufwandiger. Im Anhang[Bl ndet sich eine Bestireibung diesesVerfahrens.

5.3.4 Transport

Im dritten Teil desAlgorithmus erfolgt die Bewegungder Dichte durch die Vektoren der
Gestwindigkeiten. Im Gegensatzzu den herkemmlichen Verfahren, die auch bei diesem
Teil des Algorithmus auf Finite Di erenzen setzen,verwendet Stam ein semi-Lagrange
Verfahren. Eine austihrliche Erlauterung wurde in Sektion 232 auf Seite 31 gegelen.
Fur diesesVerfahrenist eine Partik el-Verfolgungnotwendig. Als in FragekommendeVer-
fahren,wurdendasEuler und dasRunge-Kutta Verfahrenangegelen.In Dusty kann zwi-
sthendenbeidenVerfahrengewahlt werden.Die Berecanung mit dem Euler-Verfahrenist
geringiugig schneller als mit dem Runge-Kutta Verfahren.Das der Untersciied nur gering
ist, begrundet sich damit, dassandere Teile des Stable Fluids Algorithmus einengre e-
ren Ein uss auf die Gesantrechenzeit haben. Das Verhalten der Stromung untersdeidet
etwas zwisten den Verfahren, was auf die niedrige Genauigleit des Euler Verfahren
zuruckzufuhrenist. Dieseskann aber audh von dem Animator geweinsdt sein,sodasman
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nicht sagenkann, welchesVerfahrennun bessergeignet. Welches Verfahren berutzt wer-
den soll, kann mber das Szenenskriptfestgelegtwerden. Standardma ig wird das Euler
Verfahrenbernutzt.

Die Partikel-Verfolgung wird zunadhst mit einem negativen Zeitsdritt reckwarts aus-
gethrt, um zu bestimmenvon weldher Position ein Partikel starten muss, damit esin
einem Zellenmittelpunkt endet. Die gefundenePosition wird sich im Allgemeinen nicht
im Mittelpunkt einerZellebe nden, ausdem man sofort die Gestwindigkeiten oder Dich-
te an der Stelle etnehmen kennte. Um die Gestwindigkeiten bzw. die Materie an der
Startposition zu bestimmen, mussendieseaus den umgebendenZellen mit einer trilinea-
ren Interpolation beredinet werden(sieheAbbildung B4 auf Seitel33). Ausgehendvon der
beretineten Startposition im Gitter, werdendie Positionender acht umgelendenZellen-
mittelpunkte ermittelt, mit deneneinetrilineare Interpolation erfolgenkann. Man kann
sich das so vorstellen, dassman einen Funktionswert an einer Position innerhalb eines
Werfels sudit, bei dem die Funktionswerte an den Ecken bekannt sind. Wenn die Ecken
mit Vooo bis V111 bezeibinet sind, ergibt sich folgendeRedervorsadirift zur Bestimmung
desFunktionswertes an der Position x; y; z:

nyz = VOOO(]- X)(l y)(l Z)+

ViooX(1  y)1 2)+
Vowo(1  X)y(1  2)+
Voou(1 x)(1  y)z+
ViX(1  y)z+

Vou(l  x)yz+

Vixy(1  z)+

Vi11Xyz

Der folgendeQuellcade zeigt die Implemertation fur die u Komponerte desVektorfeldes
in Dusty .

c->ulidx] = gO0*(sO*(t0*c->u0[idx000] +t1*c-> uO[i dx010]) +
s1*(t0*c->u0[idx100]+t1*c  ->uO[idx 110Q]))+
gl*(sO*(t0O*c->u0[idx001]+ tl*c ->uO[id x011])+
s1*(t0*c->u0[idx101]+tl*c  ->uO[idx 111]))* diss;

Dieselnterpolation mussfur alle Komponerten desGestwindigkeitsfeldes,desDichtefel-
desund desTemperaturfeldeserfolgen.Da immer die gleiche Startp osition benstigt wird,
wurden die Indexwerte der acht umgelenenPunkte, in den Variablen idx000{idx111 vor-
beretinet. Das Ergebnisder Interpolation wird in dasneueGitter eingetragen.

Als Optimierung erfolgt der Dissipations-Sdiritt an dieser Stelle mit der Multiplik ation
der Variablen diss DieseVariable hat im AllgemeineneinenWert kleiner als 1 und sorgt
dafur, dassGesdwindigkeiten und Dichte im Laufe der Simulation wenigerwerden. Die
Variable kann naturlich aud auf 1 gesetztwerden,womit die Dichte im Simulationsraum
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standig zunimmt und diesenmit der Zeit vellig aushillt.

Fur einemaximale Qualitat der Interpolation, sthlagenFedkiw et al. in [[7] statt der linea-
ren eine kubisde Interpolation vor. Da Interpolationen heherer Ordnung instabil werden
kennen, zeigensie dort eine Losungwie diesesvermiedenwerden kann. Kubische Inter-
polationen erfordern weiterhin einengre eren Retenaufwand als lineare Interpolationen
und sind deshalbfur eine Echtzeitberedinung nicht geeignet.In [7] zeigenFedkiw et al.
an einem Beispiel, dassdie Berehnung einer Szenemit kubisdcer Interpolation etwa 18
mal langerdauert.

5.3.5 Erzeugen der Div ergenzfreiheit
Die Navier-StokesGleichungenfordern mit

r v=20

Divergenzfreiheit.Dashei t, dasseineErhaltung der Massegewahrleistet werdenmuss.Es
durfen keine Quellen oder Senlen erntstehen. Der Zustand der Divergenzfreiheitist nach
denvorherigenBeredinungen zunadhst nicht erfullt. Ein Operator, der die Divergenzfrei-
heit wieder herstellt, wurde im Kapitel @ zum Stable-Fluids Algorithmus erntwickelt. Er
basiert darauf, dasssich ein Vektorfeld w in ein divergenzfreied~eld ¥ und ein Gradien-
tenfeld zerlegenlasst.

W=v+r(

Durch Subtraktion des Gradienenfeldesvom Vektorfeld w, Iasst sidh dann das diver-
genzfreieFeld erzeugenDas Problem ist, dassdas Gradientenfeld nicht bekannt ist. Wie
in Kapitel @ gezeigtwurde, kann das skalare Feld q durch Losender folgendenPoisson
gleichung ermittelt werden.

r w=r 2q

Das Vektorfeld ist gegelen und man mussq bestimmen.Die Gleichung lasstsich wieder
als lineares Gleichungssystemsdireiben. Es ist, wie bei der Di usion, sdwad besetzt.
Deshalbwurde ebenfallseine Gau -Seidel Relaxation verwendet. SoeineRelaxation funk-
tioniert geradebei groben Gittern sehr gut. Fur eine Echtzeitsimulation werden solde
weitmasdigen Gitter berutzt. Im Stable-FluidsAlgorithm us werdendie sonstauftreten-
den Instabilitiaten vermieden.

Zum Bestimmenvon g musszunadst die Divergenzvon w beredinet werden. Das erfolgt
mit zertralen Di erenzen (sieheKapitel [J).

(r Wik = Wisage Wi gkt
Wij +1k - Wij ukt 1)
Wik +1 Wik 1)=2h
Es muss darauf geaditet werden, dassfur Zellen die von einem Objekt belegt sind, kei-
ne Divergenzberetinet wird und dieseauf Null gesetztwird. Nach der Beredinung der
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Divergenzist die linke Seite der Gleichung bekannt und eskann g durch LesendesGlei-
chungssystemsestimnmt werden.Die Gau -Seidel Relaxationist ein iterativesVerfahren.
Vor jedem Iterationssdiritt meissendie Bedingungenan den Randern angepasstwerden.
Das heit, dassdie Zellen an den Randern den Wert von den jeweiligen Nachbarzellen
zugewieserbekommen.

Naddem das skalare Feld q bestimnt wurde, kann sein Gradient einfadh von dem Vek-
torfeld subtrahiert werden.Man erhalt dasdivergenzfreieVektorfeld v.

5.3.6 Vorticit y Connemen t

Das Vorticity Con nement ist optional und nicht Bestandteil desoriginalen StableFluids
Algorithmus. Mit ihm kann fur ein besseredHervortreten von Verwirbelungen gesorgt
werden, da sie durch den StableFluids Algorithmus numerisd verloren gehen.

Als erstesmuss die sogenante Rotation (siehe Glossar) berednet werden. Sie ist wie
folgt de niert:

L=y ¥

In Dusty wird dasfur jede Zellein einer Schleife folgenderma enberednet:

X = 0.5%zZ[IX(i,j+1,K)]-Z[IXi 1 K] - VXG0 kED)]HV[IXGj k-1 0
ty = 0.5*UIX(i,j,k+1)]-u[IX( ik D] - z[IX(+1,j,K)]+2[IX(-1,),k 0
tz = 0.5%V[IX(i+L1,j,K)]-V[IXi 1) K] - u[IX(ij+LK)FUlIX (L k 0

/* norm von w berechnen */

c->ws[idx] = sqrt(tx*tx+ty*ty+tz*tz);
c->ux[idx] = tx;
c->uyfidx] = ty;
c->uz[idx] = tz;

Im Feldwswird die Norm j! | gepeichert. Siewird fur die weiteren Beredinungenbenatigt.
Ansdhlie end wird

=1l
mit folgendemCode beretnet

ex = 0.5*(c->ws[IX(i+1,j,k)]-c- >ws[IX( -1, j,kK) 1);
ey = 0.5*(c->wsJ[IX(i,j+1,k)]-c- >Sws[IX( ,j- 1,k) 1);
ez = 0.5*(c->wsJ[IX(i,j,k+1)]-c- SWs[IX( ,j, k-1) 1);
Danad kann

N=—

J
bestimnt werden. Sdlie lic h wird

feont = "(N 1)

beredinet und zu dem aktuellen Gestwindigkeitsfeld addiert. Mit " wird bestimmt, wie
stark sich das Vorticity Con nement auswirken soll.
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idx = IX(i,j,k);

ufidx] += (ny*c->uz[idx]-nz*c->uy[  idx] )*c ->vor;
vlidx] += (nz*c->ux[idx]-nx*c->uz[ idx] )*c ->vor;
z[idx] += (nx*c->uy[idx]-ny*c->ux[ idx] )*c ->vor;

5.4  Skriptin terpreter

Ein wichtiger Teil in Dusty ist der Skriptinterpreter, der nun bestirieben werden soll.
Szenenwerdenin Dusty mit einemSkript erstellt. Das Skript dient weiterhin zum Ani-
miereneinerSzeneFur Dusty konnte auf einenfertigen Skriptinterpreter zurackgegri en
werden. TEKIib bietet Support fur den LUA Interpreter [3Z]. Dieserist eine vollstandi-
ge Skriptsprache, die man leicht um eigeneBefehleerweitern kann. LUA wurde primer
zum Erweitern von Applikationen entwickelt. Eine Einfahrung in die Programmierung
von LUA ndet man unter [2]. Weiterhin werdenzu Dusty Beispielskripte geliefert, aus
denenleicht eigeneSkripte erstellt werdenkennen.

5.4.1 Aufbau eins Skriptes
Ein einfaches Skript fur Dusty sieht folgenderma enaus:

-- create an new container
- X, Y, z, colormode, enable temperature
¢ = dusty.newcontainer(25,25,25 ,COLOR()

create sourceobject

- X, Y, Z, name

s = c:newsource(12,1,12,"source 1")
s:set_force(0,4,0)
s:set_dens(20,10,0)

©Ooo~NOoOUGPr~wWNPRE
1
1

Mit -- werdenKommentare eingeleitet. Das Skript verfolgt einenObjektorientierten An-
satz. Somussals erstesin Zeile 3 ein Container erzeugtwerden,auf den sich alle weiteren
Operationenbeziehen.Die erstendrei Argumerte sind die Dimension, die der Cortainer
haben soll. Die Dimensionwird hier in Voxel angegelen, alsodie Anzahl der Gitterzellen
pro Achse. Als nachstes muss bestimnt werden, ob der Cortainer im COLORder MONO
Modus eingestelltwird. Das heit, ob die Quellenfarbige oder graue Materie emittieren.
Das letzte Argumernt gibt an, ob die Temperatur berucksichtigt werdensoll und mussfer
diesenFall auf USETMéesetztwerden.

Nachdem ein Container erzeugtwurde, kennen Quellen und Objekte der Szenezugetigt
werden. In dem obigen Beispiel wird in Zeile 7 eine neue Quelle kreiert. Die ersten Ar-
gumernen bestimmendie Position im Container. Danad wird ein Name fur die Quelle
angegelen. Eine Quelle stellt wiederumvershiedeneMethoden zur Verfagung. Die wich-
tigsten sind set force() und set _dens(). In Zeile 8 werdender Quelle Gestwindigkei-
ten zugeordnet.Diesewerdenjeweils fur die x; y; z Richtung angegelen. Eine Quelledient
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audh gleichzeitig zum Einbringen von Dichte in das Universum. Dies erfolgt in Zeile 9
mit dem Befehlset _dens() . Hier kann die Starke in Form von R,G,B Werten angegelen
werden. Eine komplette Ubersidt der meglichen Befehle,wird in Anhangl[Al gegelen.

Soll die Szeneanimiert werden, muss eine Scleife dem Skript zugetigt werden. In die-
ser muss mit dusty.delay() abgefragtwerden, ob das Hauptprogram beendetwurde.
Gleichzeitig kann damit eine Pause,in Sekunden,angegelen werden, weldhe angibt wie
lange an der Stelleim Skript gewartet werdensoll bevor esweiter abgearkeitet wird. Die-
seserfolgt in dem folgendenSkriptausdnitt in Zeile 9. Die Pausewird mit der Variablen
DELAYestimmt.

1 -- main loop

sl:set_place(i,1,5)
dusty.dostep()
dusty.saveframe()
9 abort = dusty.delay(DELAY)
10 if abort then break end
11 end
12 until abort == true

3
4
5 for i=4,20 do
6
7
8

Um die Animation im Skript mit dem Hauptprogram zu syndronisieren, kann mit
dusty.dostep() (Zeile 7) explizit der Scritt zur Beredcinung desneuenZustandesaus-
gekihrt werden. Normalerweise ruft Dusty intern den Navier-Stokes Solver auf. Dies
kann unterbunden werden, indem am Anfang einesSkriptes dusty.internstep(false)
aufgerufen wird. Damit wird der interne Sdritt deaktiviert und kann nun von dem
Skript aus aufgerufenwerden. Mechte man Bilder der Animation abspeichern, wird mit
dusty.saveframe() das jeweils aktuelle Bild gesgeichert. Aus den Einzelbildern kann
dann z.B. einenMPEG Film erzeugtwerden.

5.4.2 Implemen tation in Dusty

Nadhdem Dusty gestartet wurde, wird ein, evertuell als Argumernt mbergelenes,Skript
geladenund der Interpreter als eigenerThread gestartet. Das heit, er lauft vellig ei-
genstandig von Dusty .

Damit eszu keinenProblemenbei Zugri en auf gemeinsamé&peicherstellenkomnt, ist der
Einsatz von Semaphoen und Flagsnotwendig. Dasbedeutet,dassder Zugri auf Speicher
exklusiv angefordertwerden muss. TEKIib bietet die Befehle TLock() und TUnlock() ,
um daszu realisieren.Mit TLock() wird gewartet, bis einevorher bestimme Semaphoe
frei wird. Dann kann auf den gemeinsamerSpeicher zugegri en werden. Ist der Zugri
beendet, muss die Semaphoe mit TUlock() wieder frei gegelen. Eine Semaphoe muss
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vorher mit TCreateLock() bereit gestellt werden.Der folgendeQuellcode der Implemen-
tation desneuenLUA Befehlsset visc() zeigt die AnwendungdieserVorgehenswise.
Der Befehl setzt eine neue,im Skript angegelene Viskositat.

/*

**  con:set_visc(float)

**  set viscosity

*/

static LUACFUNUNT con_setvisc(lua_State  *L)

{
TAPTR0 = (TAPTR*)luaL_checkudata(L, 1, "Container*");
container *c;
TINT numargs;

©Oooo~NOoOUh~wWNPRE

11 numargs = lua_gettop(L); /* numberof arguments */
13 if (o == TNULL)luaL_argerror(L, 1, "bad handle");

15 ¢ = (container *)*o;

16

17  TLock(dw.exec, dw.lock);

18 c->visc = (TFLOAT)lua_tonumber(L, 2);
19 dw.flags |= GUIDIRTY;

20 TUnlock(dw.exec, dw.lock);

21

22 return O;

23}

In Zeile 7 wird zunachst dasObjekt, auf dasdie Methode set _visc() angevendetwerden
soll, von dem LUA-Stack geholt werden. In diesemFall kann esnur ein Corntainer sein.
Um jetzt die neueViskositat in die Container-Struktur zu sdreiben, wird in Zeile 17 der
Exklusivzugri angefordert. Danad kann in Zeile 18 der neue Wert in die Cortainer-
Struktur eingetragenwerden. Da der Viskositatswert in der GUI angezeigtwird, muss
dieseneu gezeibnet werden. Damit das Hauptprogramm diesestut, wird ihm wuber das
Flag GUIDIRTYn Zeile 19 mitgeteilt, dasses eine Anderung gab. Nachdem das Haupt-
programm die Benutzungssanittstelle angepassthat, wird diesesFlag von ihm wieder
gelestit. Absdhlie end wird die Semaphoe in Zeile 20 mit TUlock() wiederfrei gegelen.
Nach diesemSdemasind alle Befehlevon Dusty implemertiert worden.
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Abbildung 5.2: Unterteilung desUniversumsin 2D Gitter

5.5 Grasc he Ausgab e

Bis jetzt wurde nur auf die Beredinung des Gestwindigkeitsfeldesund der Dichte ein-
gegangen.Jetzt soll die Darstellung des Raudhes bestirieben werden. Dazu kommenin
Dusty versdiedeneVerfahrenzur Anwendung. Mit einemVolumenrenderingVerfahren
und einemPartik elsystemkann der Verlauf der Dichte visualisiert werden. Mittels Strom-
linien kann das Gesdwindigkeitsfeld sichtbar gemadit werden.

5.5.1 Volumenrendering

Prinzipiell gibt eszwei Moglichkeiten das Volumen zu visualisieren.Entweder erfolgt die
Visualisierungdirekt uber die Hardware oder uber Software durch Raytracing. Fedkiw et
al. zeigenin [7] die Visualisierung mittels Photonmaps. Damit kennen qualitativ hoch-
wertige Bilder erzeugtwerden.

Fur Dusty sollte eine Echtzeitdarstellung meglich sein. Deshalb erfolgt die Visualisie-
rung mit OpenGL. Dazu wird das Universum zunachst in Sdeiben aus 2D-Gittern un-
terteilt. SieheAbbildung Die Unterteilung erfolgt ertlang der Achse, die der View
Achse am dichtesten ist. Dies erfolgt durch Auswertung der z Komponerten der Ro-
tationsmatrix. Beim Drehen des Universumsmuss die Unterteilungsrichtung sdlie lich
angepasstverden.Danad werdenin jeder Schicht GLQUADi BLENDodus gezeibnet.
Dies sind Redtecke deren Eckpunkte vier Zellenmittelpunkte bilden. Die Gra khardw are
sorgtdann fur dasBlending alsodasVermisdhender uberlagertenQUADS. Dazu mussfur
jeden Eckpunkt ein Alphawert angegelen werden, der sich ausder Dichte an der jeweili-
genPosition ergibt. Jeder Eckpunkt bekommt damit einenanderenFarb- und Alphawert
aus denenFarbverlaufe durch die Hardware interpoliert werden.

DiesesVorgehenliefert bereits gute Bilder um den Rauchverlauf zu beobatten. Nadtei-
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lig ist hier, dassman bei einem ungeinstigen Drehwinkel des Universumsdie Sdichten
erkennenkann. Fur hechste Qualitat mussalso Raytracing berutzt werden.

55.2 Partik el

Eine weitere interessate Meoglichkeit der Visualisierungvon Stremungen,ist die Verwen-
dung von Partikel. Abbildung [D.2 auf Seite[80 zeigt ein Beispiel fur die Verwendungvon
Partikel. Partikel werdenin einer verketteten Liste verwaltet. JedesPartikel hat als At-
tribute die aktuelle Position und die Zeit die esnoch zu leben hat. Die Zeit wird in ttl
gesgeidhert und nad jedem Simulationssairitt verringert. Ist der Wert Null, wird das
Partikel aus der Liste gelsdt. Die Struktur einesPartikel sielt folgenderma enaus:

typedef struct _par
{

THNDLhandle;

TBOOIlinked:;

TFLOATX,Y,z;

TINT  ttl; [* time to life */
}particle;

In handle be nden sich die Strukturen zur Verwaltung der Verketteten Liste. Um ein
Partikel zu bewegen,mussendie Gestwindigkeitswerte an der Postion des Partikels er-
mittelt werden.Da sicdh die Partikel audh zwisthen Gitterzellen be nden kennen, meissen
dieseWerte trilinear interpoliert werden. Hier wird das gleiche Verfahrenberutzt wie es
auf Seited4 fur den Transportteil beim Losender Navier-StokesGleichungenbestirieben
wurde. Wurden die Gestwindigkeiten gefunden kann die neuePosition x,,.; desPartikels
wie folgt gefundenwerden:
¥n+1 = % + dt ¥

Dies entspricht alsoder Euler-Integration.

5.5.3 Stromlinien

Die Gestwindigkeiten kennen mit sogenanten Stromlinien visualisiert werden. Dabei
wird die Stremung ausgehendvon einer Gitterzelle, uber eine gewisseZeit verfolgt und
als Linie dargestellt. Dabei handelt es sich im Prinzip um eine Partik elverfolgung mit
Euler Integration. In Dusty wird eine Stromlinie durch ein GLLINE.STRIPdargestellt.
Ausgehendvom Gesdwindigkeitswert einer Gitterzelle wird, wie bei der Partik eldarstel-
lung, ein imaginaresPartik el uber vier Stufenverfolgt. DieseStufen ergelen die Segmete
fur ein GLLINE_.STRIP Dadurch erhalt man Linien, die dem Gesd&windigkeitsfeld folgen.
Abbildung zeigt ein Beispiel fur die Stromlinien.

5.6 Benutzungssc hnittste lle

Abbildung zeigt die Benutzungssanittstelle von Dusty nadh dem Starten. Sie wurde
mit der C++ Bibliothek FLTK [4] implemertiert und konnte damit portabel gehalten
werden. Es wurde darauf geatitet, dasssie weitgehendselbsterkrend ist und trotzdem
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Abbildung 5.3: Dusty
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alle netigen Bedienelemete erthelt. Redits ndet man die Elemerte zum Starten und
Stoppen der Simulation bzw. zum Laden von Szenen.Wird Dusty ohne Angabe eines
Szenenskriptsals Argument gestartet, wird zunadhst eine Defaultszeneerzeugt. So kann
man sdnell erste Versudie mit Dusty unternehmen. Durch Anklicken des Start But-

tons wird die Simulation begonnen.Sie kann mit Stop jederzeit angehaltenwerden. Die
Simulation spielt sich in einem Universum ab, weldhes als Quader dargestellt wird. Mit

der Maus kann das Universumfrei im Raum gedrehl werden. Dazu wurde der Tradckball-
Algorithmus von Craw s [5] implemerntiert. Mit Resetkann wieder der Startzustand der
Szenehergestelltwerden. Das hei t, dasgesante Universumbzw. das Vektorfeld werden
mit Null initialisiert. Relcad ladt die Szeneerneut ein, sodassewvenuell verstobeneOb-
jekte wieder ihre Anfangsposition erhalten. Mit dem Snap Button kann sdilie lich ein
Screenshotgematit werden. Es wird ein Bild der aktuellen Szenein das aktuelle Ver-
zeidnis gespeidert.

Die kontroll Buttons, links daneken, legenfest, was dargestellt wird. So kann bestimnt

werden,ob dasUniversumangezeigtwird oder ob der Stromungs\erlauf durch Stromungs-
linien visualisiert werdensoll. Weiterhin kann dasVorticity Con nement aktiviert werden
und ob wahrendder Simulation die aktuell angezeigterFramesgesgeichert werdensollen.
Dieseerhalten dann als Namenszusatalie jeweilige Framerummer. Dadurch kennenaus
den einzelnenFramesleicht Animationen, z.B. als MPEG, erzeugtwerden.

Mit den Reglernin der Mitte kann interaktiv auf Simulationsparameterwie Zeitsdritt

oder Dissipation zugegri en werden, um die Auswirkung der Anderung sofort zu sehen.
Sokennenleicht Parameter gefundenwerden, mit deneneine Szenegut aussieh

Links be nden sich die Elemerte zum Verandern der Szene.Zunadhst gibt eseinen Ob-
jects-Listbutton mit demein Objekt in der Szeneausgevehlt werdenkann. Danad kann
esmit der Maus bei gedrickter rechter Maustaste verstioben werden. Das angevahlte
Objekt andert seineFarbe dabei nach Gran, sodassesleicht in der Szenezu erkennenist.

Darunter kann die Dimension des Universumsverandert werden. Die Anderung erfolgt
nach der Eingabe der neuen Gre en. Der gre te der drei Werte, wird zum Unterteilen
einesEinheitswarfel mit der KantenlangeEins, berutzt. Damit wird die Gro e einer Zel-
le festgelegt.Eine gre ere Anzahl von Zellen sorgt also dafur, dassdie Au *osungfeiner
wird. Die Zeit, zur Beredinung einer Szene,steigt dafur mit einer heheren Au *osung.
Links unten wird die Zeit zum Beretinen einer Szenein Millisekunden, sowie die aktuel-
le Bildnummer ausgegebn. Dusty kann mit dem Exit Button oder durch Drucken der
Escape Taste beendetwerden.



Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick

In dieserDiplomarbeit wurde ein Animationssystemzur Simulation von Raudh und Feu-
er entworfen und implemertiert. Grundlageist der StableFluids Algorithmus von Stam,
der erstmals1999in [Z7] vere entlicht wurde. Mit diesemAlgorithmus ist esmeglich die
Navier-StokesGleichungen, mit einem groben Diskretisierungsgitter und relativ gro en
Zeitsdritten, in Echtzeit zu lesen.Zum Verstandnis wurde in der vorliegendenArb eit
ein Uberblick zur Stromungsmebanik gegelen. Es wurden die Navier-StokesGleichun-
genhergeleitetund auf Losungsneglichkeiten eingegangenDabei wurde insbesonderalas
Finite Di erenzen Verfahren, zum Diskretisieren der Gleichungen, austihrlich erlautert.
Ansdhlie end wurde umfassendauf den StableFluids Algorithmus eingegangenund seine
Funktionsweise bestirieben. Die Umsetzung des Algorithmus erfolgte im Animations-
system Dusty , dasin Kapitel B vorgestellt wurde. Zusatzlich wurde ein Skriptsystem
ertworfen, mit dem Szenererstellt und animiert werdenkennen.

6.1 Ergebnisse

Der Stable Fluids Algorithmus basiert auf den, in der Stromungsmebanik berutzten,
Navier-StokesGleichungen. Eine genaueLosungist im Allgemeinensehr Zeitaufwandig.
Der Algorithmus von Stam erlaubt die Verwendung einesgroben Diskretisierungsgitters
und relativ gro e Zeitsahritte ohnedasder Algorithm us instabil wird. Hierdurch wird eine
Simulation in Echtzeit meglich. Statt der berutzen Finite Di erenzen Methode, wird in
der Stromungsmeabanik oft die Finite Elemene oder Finite Volumen Methode zum Dis-
kretisieren der Gleichungen berutzt. Weiterhin mussein feineresGitter und ein kleinere
Zeitsaritt berutzt werden. Das alles garartiert exakte Ergebnissewird aber mit einem
gre eren Rethenaufwand erkauft. Die Verwendunggro er Zeitsdritte (z.B. 0.5statt 0.05)
und einessemilLagrangeVerfahrenbeim StableFluids Algorithm us sorgenfur einesdinel-
le Ausfuhrung aber auc fur einenumeriste Dissipation, dashei t, dassdasdie Bewegung
desFluids sdneller gecampft wird als esin der Realitat gesbehenwerde. Dieseskann
bei der Simulation von Raud in der Computergraphik im Allgemeinen vernadlassigt
werden, da oft externe Krafte fur eine standige Bewegungsorgen.

In dieserDiplomarbeit wurde ein Animationssystem,basierendauf dem StableFluids [27]
Algorithmus, erntworfen und implemertiert. Mit dem SystemDusty kennenin Echtzeit
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Abbildung 6.1: Ein Teelidt mit simulierter Flamme

die drei-dimensionalenNavier-StokesGleichungenauf einem Standard-PC gelest werden.
DieseGleichungenbilden die Grundlageeiner Stemungssinulation, die hier zum Erzeugen
von Feuer und Raud berutzt wurden. In das Simulationsgebiet kennen beliebig viele
Hindernisseeingetigt werden, die den Stromungs\erlauf beein ussen.

Der Grund, warum mit dem StableFluids Algorithmus eine Echtzeitsimulation meglich
ist, besteh darin, dassder Algorithmus grobe Gitter und gro e Zeitsdritte erlaubt. Die
implemertierte Visualisierungmit OpenGL erzeugtaudc bei groben Gittern relativ wei-
che Raudhverlaufe (Abbildung B33). Wenn das Gitter allerdings zu grob gewahlt wurde,
werdendie Zellen als Strukturen sichtbar.

Zum Erstellen und Animieren von Szenenwurde in Dusty ein Skriptsystem integriert.
Hierzu wurde die Skriptsprache LUA [37] verwendet, die um eigeneDusty spezi sche
Befehle erweitert wurde. Mit diesemBefehlssatz(siehe Anhang [A]) kennen scnell Sze-
nen erstellt und animiert werden. Da das Skriptsystem eine vollstandige Spradie mit
Kontrollk onstrukten wie if oder while erthalt und eine Anderung aller Parameter von
Dusty wmber das Skipt zur Laufzeit meglich ist, konnenkomplexe Skripte zur Animation
erstellt werden. Eine Erweiterung, um zusatzliche Befehleist im Quellcade von Dusty
mit wenigenZeilen meglich.

Anhand der folgendenBeispielesoll gezeigtwerden, dassmit Dusty durchauseinerea-
litatsnahe Simulation meglich ist.

Dain Dusty eineSimulation und Anzeigein Echtzeit erfolgensollte, wurde ein Hardware
Volumenrenderingmittels OpenGL berutzt. DiesesVerfahrenliefert Ergebnissedie sogar
fur kleine Filme ekte berutzt werden kennen. Abbildung zeigt ein Bild aus einer
erstellten Filmsequenz.Hier wurde eine von Dusty erzeugte Flamme auf ein Teelidit
mortiert.
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Nr. | Gitterdimension | Anzahl Zellen | Athlon 1.2Ghz | P4 2.66Ghz
1 20x14x14 3920 12ms 11ms
2 28x20x20 11200 78ms 53ms
3 35x25x25 21875 215ms 153ms
4 40x30x30 36000 510ms 335ms
5 50x37x37 68450 1170ms 850ms
6 65x45x45 131625 2660ms 2000ms
7 70x52x52 189280 4800ms 3500ms
8 80x60x60 288000 8700ms 5400ms

Tabelle 6.1: Simulationszeit fur versdiiedeneAu sosungendesUniversums

Dazu musstezunachst eine Animation der Flamme ausEinzelbildern erstellt werden.Um
die Bilder fur Filmsequenzenzu berutzen, wird zusatzlich ein Alphakanal erzeugt, wel-
cher die Transparenzder Flamme angibt. Dieseswird von Dusty unterstutzt und kann
im Szenenskripteingeshaltet werden. Abbildung [D.6 zeigt einensolthen Alphakanal am
Beispiel einesFeuers.Das Teelidit wurde zunachst mit einer Videokamera einige Sekun-
den aufgezeibnet. Mit einer Filmkomposing Software wurde die Bewegungdes Teelidt,
weldhe durch das Wadkeln der Kamera entstand, getradkt. Anhand der Bewegungsekto-
ren mortierte die Software ansdtilie end die Animation der Flamme an die vorgesehende
Stelle am Teeliht. Die Redenzeit zur Simulation desFeuersin Abbildung [D.6, betrug
ca. 80mspro Bild bzw. etwa 12 Bilder pro Sekundeauf einemRedner mit 1.2 GHz.

Die Einbringung von Hindernissenin eineSzenewird in Abbildung B-3 auf Seited1 gezeigt.
In Abbildung steigt der Raudh aufgrund seiner Temperatur nach oben und um ie t
die Kugeln. Interaktiv kann in die Szeneeingegri en werden,indem die Kugeln wahrend
der Simulation bewegt werdenkennen. DieseBewegungenbeein ussensofort den Verlauf
der Stromungenin der Art, dassder Rauch mit der Bewegungtransportiert wird. Hier
betrug die Retenzeit pro Bild etwa 78ms,was etwa 13 Bilder pro Sekundeertspricht.
Mit solden Zeiten ist esnoch meglich, in Echtzeit die erwahnten Bewegungenvon Hin-
dernissenvon einemBenutzer auskihren zu lassen.

Die Zeit zur Beredinung einer Szenehangt im Wesetlichen von der DimensiondesUni-
versumsab. Diese Zeit steigt sehr schnell an. In Tabelle &1 wurden die Zeiten fur ver-
stiedeneAu *osungender SzeneausBild B3 aufgelistet. Die Zellenzahlsteigt kubisd an.
Dasheit, dassbei einer Verdopplungder Gitterdimension sich die Anzahl der Zellenim
Universum veradtfacht. Die Redenzeitdagegenverhalt sich anders.Sie steigt scneller
an, z.B. bei der Verdopplung der Ausma e von Test Nr. 1 zu Nr. 4 steigt sie um das
42fate an. Dieser Anstieg nimmt bei heherenDimensionenab. So steigt die Redenzeit
bei Verdopplungder Gittergro e von Test 4 auf Test 8 nur noch um das 17fate an. Ab-
bildung zeigt diesenVerlauf als Kurve.
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Rechenzeit in Millisekunden
5000

a Rechenzeiten fir:
—— Athlon mit 1.2 Ghz
--- Pentium 4 mit 2.66 Ghz

3750 T+
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1250 +

S } } } } }
0 11200 36000 68450 131525 200000
Anzahl Voxel

Abbildung 6.2: Graph zur Tabelle g1

Ein komplexererVerlauf einer Stromung wird in Abbildung D4 gezeigt.Man erkenrt wie
der Raud jede Nische austillt. Oben links wurde ein Loch in die Wand modelliert durch
weldhesder Raudh erwartungsgena ertweidt.

Eine Erkenntnis beim Experimertieren mit komplexenSzenenist, dassdie Dauer der Si-
mulation pro Zeitsdritt im Wesetlichen von der Dimension des Universumsund nicht
von der Anzahl der Objekte abhangt. Das ist darin begrundet, dasszur Beadtung al-
ler Hindernisseimmer santliche Voxel desin Abschnitt (.3 eingetihrten Feldesbounds
durchlaufen werden. DiesesFeld wird nur einmal vor Beginn der Simulation oder wenn
sich die Position von Objekten verandert erstellt. Es wird getestet, ob ein Voxel von ei-
nem Hindernissausgetllt wird. Die netige BehandlungdiesesFalles erfordert nur wenig
Aufwand und fellt in der Gesantzeit nicht in das Gewitt. Eine Untersuchung mit einem
Pro ler ergab, dass41% der Redenzeit fur den Projektsahritt, also die Herstellung der
Divergenzfreiheit,zusammenmit dem Vorticity Con nement benetigt wird. Dicht darauf
folgte der Transportschritt mit 39%.

Als Beispiel fur eine Animation einer Quelle dient die Bilderfolge [D.4. Hier sorgt das
Szenenskriptfur die Bewegung der Quelle. In dem Skript wurden zwei Sdleifen pro-
grammiert, die fur dieseBewegungenverartwortlich sind. Da durch einfadhe Befehledas
Skript leicht zu programmierenist, konnensobeliebigeBewegungenrerzeugtwerden.Eine
Erlauterung der von Dusty zur Verfugung gestellten Befehle ndet sich in Anhang Al
Eine allgemeineEinfuhrung zur Skriptsprache wird in [Z] gegelen. Eine Bewegungvon
Objekten mittels einer einfade Sdleife, wurde in Abschnitt B4 gezeigt.
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Abbildung 6.3: Zu grobesGitter beim Zeicdhnen einesLogos (60x60x5)

Fur die Abbildungen [D.3 wurden die Zeichenroutinen von Dusty zum Erzeugendes
Logos des Instituts fur Computergraphik der Uni-Rostock berutzt. Diesesbestelt aus
Kurven und Geraden.Mit diesenRoutinen kann Materie mit einer bestimmten Tempe-
ratur in das Universum gezeibnet werden. Beim Start der Simulation verdampft quasi
die Materie und lest sich auf. Dasist sehrgut in der Bilderfolge zu erkennen.Diesesind
Einzelbilder auseinererzeugtenVideosequenzZum GenerierendesFilms wurden die ein-
zelnenBilder der Simulation mit Dusty gesgeichert und mit dem freien MPEG Encoder
mpeg2enc|[3] zu einer Sequenzkonvertiert. Die Au sosungwurde mit 120x120x5relativ
hoch gewahlt, damit die Zeichnung nicht zu grob wird und die ZellendesGitters sichtbar
werden (Abbildung [E3). Die Simulationszeit betrug ca. 800mspro Bild. Da hier nur eine
Simulation im zwei dimensionalengefordert ist, konnte die Tiefe des Universumsklein
gewahlt werdenund damit die Rehenzeitrelativ niedrig gehaltenwerden.Zum Erstellen
der Bilder fur eine Animation ist allerdingsaud keine Beretinung in Echtzeit netig.

Als zusatzliche Meoglichkeit zur Visualisierungder Stromungen,wurde ein Partik elsystem
in Dusty integriert. Abbildung [D.2 zeigt ein Beispielmit dieserMoglichkeit zur Visuali-

sierungder Stromung. Mit dem Partik elsystemkann der Verlauf der Stromung besserals
mit Rauch beobaditet werden, da der Weg einzelnerPartik el verfolgt werden kann. Es
kennen beliebig viele Partikelquellenin einem Universum verteilt werden. So kann man
den Stremungs\erlauf fur jede Position im Universum genauuntersuden.

Eine weitere Moglichkeit zur Stremungsvisualisierungbietet Dusty mit der Anzeigevon
Stromlinien. Mit ihnen wird der Verlauf der Stremung durch Linien dargestellt. Abbil-

dungD.8 zeigt ein Beispiel fur dieseVisualierungsart. Die Stromlinien kennenwahrend
der Simulation beliebig zu- oder abgesbaltet werden.

6.2 Ausblic k

Mit Dusty wurde ein exibles Grundgerist zum Experimertieren mit Fluids in der Com-
putergraphik gesta en. Dieseskann jedoch noch ausgebautwerden. Der erste Punkt ist
die Darstellung deserzeugtenRaudes.DasHardwarerenderingund die Visualisierungmit
Partikeln gelken bereits einen guten Einblick in die Stremungsmebanik. Die Ergebnisse
sind aber nur bedingt fur professionelle/ideoproduktionen geeignet.Um die Qualitat der
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Abbildung 6.4: Simulation von Raudh mit Raytracing und Photonmapping (aus [7])

Bilder zu verbessern,sind Verfahren wie Raytracing und Photonenmappingnotwendig.
Mit diesenVerfahrenkann die StreuungdesLichtes durch den Raud beredinet werden.
Zusatzlich ist mit Raytracing das Erzeugenvon Sdatten meglich. In [7] verwendeten
Fedkiw et al. Photonenmappingnac Jensen[12] zum Renderndessimulierten Raudes.
Damit ist eine qualitativ _hochwertige Produktion meglich. Ein Verfolgender Simulation
in Echtzeit ist dann naterlich nicht mehr meglich. Abbildung 6.4 zeigt ein Beispiel fur,
von Fedkiw erzeugten,Raudh mit Photonenmapping.

Beim Betrachten der Messverte aus Tabelle 6.1, stellt sich die Frage, ob esnicht meglich
ist, ein gro es Universum aus z.B. vier kleineren zu bilden. Eine Verdopplung der Ma e
von z.B. Test 3 warde dann theoretish 4 215 = 860msstatt, wie in Test 7, 4800ms
bemstigen. Man hatte alsoeine uber funf mal stinellere Beretinung der Szene.

Weunstensvert ware es aud, beliebige Polygonohekte als Hindernissezu verwenden.
Dazu sind Routinen netig die dieseObjekte in Voxel konvertieren kennen.Weiterhin wird

das Beretinen der Randbedingungenan den Objektrendern erstwert.

Die Simulation in Dusty ist sehrallgemeingehalten.Um spezielleE ekte besserrzeugen
zu kennen, wurde der StableFluids Algorithmus mehrfad erweitert. In Dusty ist das
Erzeugenvon Feuerdurch einegeeignete~arbwahl der zugetigten Dichte meglich. Fedkiw
et al. bes@ireiben in [22] eine genauereSimulation von Feuer.Grundlageist dabei wieder
der StableFluids Algorithmus. Siemodellierendort eine Flamme ausmehrerenTeilendie
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untersdiedliche physikalisthe Eigenstaften haben. Zum Beispielwird der blauliche Kern
einer Kerzen amme einzelnsimuliert.

Interessan ist die Simulation von Explosionen.Fur Dusty wurden die inkompressiblen
Navier-StokesGleichungenverwendet. Der E ekt der Viskositat ist unbedeutendbei Ga-
sendie mit groben Gittern, wie beim StableFluids Algorithmus, simuliert werden,da die
numerisde Dissipation diesetberlagert. Sind die Gestwindigkeiten desRaudesweit we-
niger als die Sdallgestiwindigkeit konnen kompressibleE ekte ebenfalls vernadlassigt
werdenund eskennendie Gleichungenfur inkompressibleg-luid verwendetwerden. Das
vereinfadit die Beredinung erheblidh. Anders sielt das bei Explosionenaus. Hier meissen
die kompressiblenNavier-StokesGleichungenbenutzt werden.Yngve et al. zeigenin [35]
die Verwendung dieser Gleichungen zum Animieren von Explosionen. Eine Darstellung
von Explosionenmit Partikeln geben Feldmanet al. in [14].

Wie gezeigt,steigt mit der Gro e desSimulationsgitters die Rethenzeitsdnell an. Um Ex-

plosionenmit einemGitter von 2000x2000x200@ zien t beredinen zu kennen,entwickel-

ten Rasmussenet al. [19] ein Verfahren, um nur die zwei dimensionalenNavier-Stokes
Gleichungen lesenzu meussen.Aus den beredineten Werten konnte durch Interpolation

ein 3D Bild erzeugtwerden.In diesemFall reduzierte sich die Redenzeitum den Faktor

2000.Die erzeugtenAtomexplosionenwurden fur dem Film Terminator 3 verwendet.

Ein weiteres Anwendungsfelddes (modi zierten) Stable Fluids Algorithmus ist die Si-
mulation von Flussigleiten. Foster et al. zeigenin [8] dieseSimulation. Dort werdendie
inkompressiblenNavier-Stokes Gleichungen berutzt. Die bei semi-Lagrange Verfahren
eblichen gro en Zeitsdiritte sorgenallerdings fur eine numeriste Dissipation weldche fur
Gasevisuell noch akzeptalel sind, dagegernbei Flussigleiten stoerend wirken. Es ensteht
ein Rausdien. Deshalbverwendetensiefur den Transport der Flussigleitspartikel Metho-
dendie den CLF Bedigungen(sieheGlossar)geregen.Fur die Berehnung der Gestwin-
digkeiten wurden dagegenwieder semi-Lagrange Verfahren berutzt. Sie verwendetenihr
Verfahrenzum Simulieren von Milch und Schlamm in dem Animations Im Shrek

Die gre te, noch anstehende ,Aufgabe wurde vom Clay Mathematics Institute of Cam-
bridge, Massatwsetts ausgeserieben. In Anlehnung an die von David Hilbert im Jahr
1900 aufgestellten gre ten Mathematischen Probleme, wurden 100 Jahre spater am
24.5.2000sieken neue Probleme aufgestellt. Eine der Aufgaben ist die Erforschung ei-
ner genauenTheorie zum exakten Loesender Navier-StokesGleichungen. Das st bis jetzt
nicht meglich und man behilft sich, wie aud in dieserArbeit, mit Annaherungendurch
Approximation. Als Anreiz sind fur die LosungdiesesProblems 1 Million Dollar ausge-
sdrieben.
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Anhang A
Befehlssa tz von Dusty

In dieserSektion wird der, fur Dusty erweiterte, BefehlssatzdesInterpreters LUA vor-
gestellt. Die Befehlesind Methoden die auf ein bestimmesObjekt angevendet werden.

Siekennenin drei Typen eingeteilt werden.
1. Globale Methoden

2. Methoden fur Container

3. Methoden fur Objekte und Quellen

A.1 Globale Metho den
Globale Methoden haben die Form dusty.befehl()

dusty . Diesestelt dem Skript sofort zur Verfagung.

. Sie sind Methoden der Instanz

abort
dusty.abort()

Funktion:
Erzwingt eine Beendigungdes Skriptinterpreters

delay
abort = dusty.delay(time)

time oat Wert fur Zeit in Sekunden

Funktion:

Festlegender Zeit die das Skript warten soll, bis esweiter abgearteitet wird.

dostep
dusty.dostep()

65



66 ANHANG A. BEFEHLSSATZ VON DUSTY

Funktion:
Fordert explizit die Ausfahrung eines Simulationssarittes an. Vorher muss interstep
auf false gesetztwerden

internstep
dusty.interstep(step)

step true oder false
Funktion:

Hiermit wird festgelegt,ob ein Simulationssdairitt Dusty -Intern erfolgt oder explizit in
einem Skript aufgerufenwird.

newcontainer
container = dusty.newcontainer(x, Yy, z, colormode, usetemp)

X,Y,Z DimensiondesContainers in Zellen als Integerwerte
colormode COLOBder MONO
usetemp USETEMRenndie Temperatur beadtet werden soll, sonstnull

Funktion:
Erzeugt einenneuenContainer (Universum), in dem eine Szeneaufgebautwerden kann.
Zur Zeit kann nur ein Container verwendet werden.

saveframe
dusty.saveframe()

Funktion:
Speidhert das aktuelle Bild

voxelize
dusty.voxelize()

Funktion: Fuahrt explizit dazu, das die Szenein Voxel umgevwandelt wird. Das hei t,
Hindernissewerdender Szenebekannt gemadit.
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A.2 Metho den fur Container

Die Methodenfur einenCortainer setzenvorraus,dassvorher mit dusty.newcontainer()
ein solther erzeugtwurde. Die nachfolgendenMethoden werdenmit con:methode() auf-
gerufen.con ist ein vorher erzeugterContainer.

drawcurv e
con:drawcurve(pl,p2,p3,p 4,seg,r ,g,b ,t)

pl{p4 Punkte ausdenendie Bezierkure gezeibert werdensoll.
seg Anzahl der Segmete der Kurve

r,g,o  Farbeder Kurve

t Temperatur

Funktion:

Zeichnet eine Beziercune aus den vier Punkten p1{p4. Ein Punkt wird folgenderma en
im Skript de niert: p = fx,y,z g. Essind nur Ganzzahlverte zugelassenDie Koordinaten
beziehensich auf die Zellen desCorntainers.

drawline
con:drawline(x1,y1,z1,x2 ,y2,z2, r,g, b,t)

x1{z2 Anfangs-und Endpunkt der Linie. Koordinaten sind Ganzzahligund beziehen
sich auf die Zellen desCortainers

r,g,o  Farbe der Linie

t Temperatur

Funktion: Zeidhnet eineLinie mit der angelenenFarbe.

enable _bound
con:enable _bound(bound)

bound true oder false

Funktion: Legt fest, ob der Rand desContainers berucksichtigt werden soll.

enable _vort
con:enable _vort(vort)

vort true oder false

Funktion:
Hiermit kann das Vorticity Con nement ein- oder ausgeskaltet werden.
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newobject
con:newobject(type,x,y,z,n ame)
con:newobject(type,pl,p2,n ame)

type SPHER&der BOX

x,¥,2 GanzzahligeKoordinaten desObjektesim Container wenn der type SPHERISt
pl,p2 Eckkoordinaten einesQuaders

name Eindeutiger Name desObjektes

Funktion:

Erzeugt ein neuesObjekt mit den Koordinaten x,y,z im Universum. Wird als type BOX
angegelen, werden die Koordinaten der Eckpunkte einesQuadersverlangt. Ein Punkt
wird mit p = fx,y,z g angegelen. Uber den Namen kann das Objekt in Dusty direkt
ausgevahlt werden.

newsource
con:newsource(X,y,z,name)

x,y,z GanzzahligeKoordinaten der Quelleim Container
name Eindeutiger Name der Quelle

Funktion:
ErzeugteineneueQuelle mit denKoordinaten x,y,z im Universum.Uber den Namenkann
die Quellein Dusty direkt ausgevehlt werden.

rotate
con:rotate(a,x,y,z)

a Winkel in Rad
X,¥,z Rorationsatise

Funktion:
Rotiert den Container um den Winkel a. Die Rotationsathsewird mit den Flie k omma-
zahlenx,y,z angegelen.Z.B mit 1,0,0 wird um die x Achserotiert.

set_alphascale
con:set _alphascale(alpha

alpha Alphawert als Flie k ommazahl,0..1
Funktion:

Bestimmt die Durchsidtigkeit des Raudhes. Null ist absult durchsiditig, ein Wert von
einsmadit den Raudh undurchsidtig.
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set_densscale
con:set _densscale(dens)

dens Slalierungsvert fur die Materie, 0..1

Funktion:
Mit dieserFunktion kann die Dichte der Materie skaliert werden.

set_di
con:set _diff(diff)

di  Flie kommazahl,die die Di usion festlegt

Funktion:
Explizites Setzender Di usion.

set_dissipate
con:set _dissipate(diss)

diss Flie k ommazahl,die die Dissipation festlegt

Funktion:
Explizites Setzender Dissipation.

set_matter
con:set _matter(x,y,z,r,g,b)

X,y,z Ganzzahlloordinanten im Container
r,g,b Farbwert der Materie

Funktion:
Explizites Setzenvon Materie.

set_path trace
con:set _pathtrace(mode)

mode EULERder RUNGE

Funktion:

Mit der Funktion wird bestimmt, weldhes Verfahren fur die Partik elverfolgung im Ad-
vektions Teil berutzt werdensoll. Es kann zwisdhen dem Euler- und dem Runge-Kutta-
Verfahrengewahlt werden. Runge-Kutta ist genauerals Euler aber zeitaufwandiger.
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set_timestep
con:set _timestep(time)

time Flie kommazahlfur den Zeitscritt, 0...1

Funktion:
Explizites SetzendesZeitsdrittes.

set_visc
con:set _visc(visc)

visc Flie kommazahlfur die Viskositat, 0 ...1

Funktion:
Explizites Setzender Viskositat.

set_vort
con:set _vort(vort)

vort Flie k ommazahlfur dasVorticity Con nement, 0 ...1

Funktion:
Explizites SetzendesVorticity Con nemert.

A.3 Metho den fur Objekte und Quellen

Die Methoden fur Objekte und Quellen setzenvorraus, dassvorher mit c:newsource()
oder c:newobjekt() neueQuellenund Objekte erzeugtwurden. Die nachfolgendenMe-
thodenwerdenmit o:methode() oder s:methode() aufgerufen.o ist ein vorher erzeugtes
Objekt und s einevorher erzeugteQuelle.

A.3.1 Objektmetho den

set_place
o:set _place(x, vy, 2)

X,y,z Ganzzahlloordinanten im Container

Funktion:
Bewegt ein Objekt an die angegelen Position.




A.3. METHODEN FUR OBJEKTE UND QUELLEN

set_scale
o:set _scale(s)

s Scalefaktor

Funktion:
Vergressernoder Verkleinern eins Objektes

71

set_show
o:set _show(sh)

sh Boolean

Funktion:
Bestimmung ob ein Objekt sichtbar seinsoll.

A.3.2 Quellenmetho den

set_dens
s:set _dens(r, g, Q)

r,g,b  Werte fur Dichte

Funktion:

Legt die Dichtewerte fest, mit der Materie in einenContainer eingebigt wird.

set_force
s:set _force(u, v, w)

u,v,w Gestwindigkeitswerte fur die x,y,z-Achse

Funktion:

Legt die Gesdwindigkeiten fur jede Achsefest. Es kann also bestimmt werdenin welche

Richtung eine Quelle Kreafte abgibt.

set_place
s:set _place(x, vy, 2z)

X,y,Z Ganzzahlloordinanten im Container

Funktion:
Bewegt ein Quelle an die angegelen Position.
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set_show
s:set _show(sh)

sh Boolean

Funktion:
Bestimmung ob ein Quelle sichtbar seinsoll.

set_settemp
s:set _settemp(t)

t  Temperatur

Funktion:
Bestimmt die Temperatur einer Quelle.



Anhang B
Lesung schwach besetzter
Gleichungssysteme

Wie sdon in Kapitel 3 gezeigt,enstehen beim Diskretisieren von Poisson-Gleichungen
gro e GleichungssystemeDiese Gleichungssystemesind nur schwach besetzt. Das hei t,

essind Systemeder Form Ax = b, bei denender Gro teil der Koe zien ten der Matrix A
gleich Null ist. Im Allgemeinensind nur einige Diagonalenmit Werten ungleidh Null be-
legt. Standardalgorithmenzur Lesunglinearer Gleichungssystemesind fur Beredcinungen
mit schwadc besetztenMatrizen nur bedingt geeignet.Dafur gibt esfolgendeGrunde:

1. Der Speicheraufwand von O(n?) ist fur schwach besetzteMatrizen nicht notwendig;
esgerugt, die Elemerte ungleicdh Null abzusgeichern. DiesemPunkt kommt deshalb
einesogro e Bedeutungzu, da die Dimensionenbei dieserArt von Matrizen meist
deutlich gre er sind (z.B. n = 100000) als bei voll besetztenSystemen.

2. Die Algorithmen sind ine zien t, da z.B. bei den Matrix-V ektorprodukten viele Tei-
le durch Multiplik ation mit Null versdwinden (Aufwand normalerweisebei O(n?)
kann deutlich gedrickt werden).

Solde Systemewerden daher e zient numerisdy mit iterativen Verfahren gelst. Die
Matrizen, die man mblicherweisein der Stromungsmeabanik erhalt, sind symmetrish und
positiv de nit. Diesesbeguinstigt die Anwendungiterativ er Verfahren.Im Weiterensollen
folgendeVerfahrenvorgestellt werden:

Gau -Seidel Verfahren
SOR-Verfahren

Verfahrender konjugierten Gradierten

Diesessind die gangigsten Verfahren, die zum Lesender PoissonGleichungen in der
Stremungsmedbanik berutzt werden.
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B.1 Gau-Seidel Verfahren

Wir nehmenan, alle x-Werte (bis auf den zu beretcinendeni-ten) sind sdon bekanrt.
Lost man die i-te Gleichung des SystemsAx = b nacd der i-ten Komponerte von x auf,
soerhalt man: P. . w1 P )

K+l . b j=1 & X j=i+1 A X (1)
b ;i

Mit k wird der Iterationssdiritt angegelen. Zur Beretinung der k-ten Anneherung der
i-ten Variablen verwendet man die (in diesemk-ten Iterationssdritt sdon beredne-
ten) x-Werte X1 :::X; 1 und die im letzten Iterationssdiritt (k 1) beretineten x-Werte
X141 -1 1 Xn. Angewendet auf eine 2 dimensionalePoissonGleichung sielt Gleichung 1 fol-

genderma enaus:

X

Xt = —[X:Hi;j + X it X:(;j+ll + X!(;j a ()]
Wie man sieit, mu nur der Unbekanntenvektor gespeidhert werden, da die Koe zien-
tenmatrix nur mit den Werten 4 und 1 getillt ist.

B.2 SOR-V erfahren

Das SOR (successiwoverrelaxation) Verfahrenist eine Erweiterung desGau -Seidel Ver-
fahren. Der Grundgedanle besteh darin, dasseine einmal eingeshlageneRichtung zur
wahren Losung hin nicht komplett falsdh sein kann und man daher gleidh einen etwas
gre eren Sdiritt wagenkann. Au erdem lat man den vorhergehendenterationssdritt
in die Beredinung der neuenRichtung mit ein ie en. Man medte mit diesemVorgehen
die Konvergenzgedwindigkeit desGau -Seidel Verfahrensdeutlich steigern.

Die Di erenz zwisden zwei Iterationssdiritten wird als Residuumbezeitinet:

r=x" x
Man versudit nun dieserKorrektur der Lesung,zwisden zwei Iterationssdiritten, einen
gre eren Einu zur Besdleunigung der Iteration zu geben. Dieseserreitht man durch
eine Multiplik ation mit einemFaktor ! . Man erhalt:
P. P
1= A D 2
|

Fur die 2 dimensionalePoissonGleichung ergibt sich:

n

X

k+1

k+1 k ! k k+1
Xj o =(1 )X+ Z[Xi 1j T Xy t X

i 1t X!(;j a0 (0

Kritisch ist hier die Wahl von ! . Dieser Wert kann zwiscen 0:::2 liegen.Fur | = 1
erhalt man dasGau -Seidel Verfahren.Die Wahl von! kannvon demkonkretenProblem
abhangigsein.Fur 1 < | < 2 spricht man von einer Uberrelaxationund fuar 0< ! < 1
von einer Unterrelaxation. Als Richtwert kann man! = 1;7 bernutzen. Letztendlich gilt
folgenderSatz:
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Satz Ist A eine symmetrishie und positiv de nite Matrix, so konvergiert das SOR-
Verfahrenfur jedes! ausdem Intervall (0;2) und fur jeden beliebigenStartvektor.

Weitere Informationen zum SOR-Verfahren ndet manin [11, 16].

B.3 Verfahren der konjugierten Gradien ten

Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) sind e zien te Lesungsalgorith-
men fur symmetristie, positiv de nite Systeme.Sie basierenauf der Verwendung von
Korr ekturrichtungen bei der Aktualisierung der Iterationen und Residuen.Dabei mu je-
weils nur eine geringeAnzahl von Vektoren gesgeichert werden.
Damit bestimnte Orthogonalitatsbedingungender Vektorfolgen erfullt bleiben, werden
bei jeder Iteration zwei innere Produkte zur Beredinung von skalaren Korrekturgro en
gebildet. Bei symmetristien, positiv de niten linearen Systemenbewirken dieseBedin-
gungen,da der Abstand zur exakten Lesungin der verwendetenNorm minimiert wird.
Anstelle deslinearen GleichungssystemsAx = b wird iterativ die aquivalerte Minimie-
rungsaufgale gelst. Es gilt

Ax = b

und minimiere L
F(x) = éxTAx x'b

sind aquivalert. Den Beweis erhalt man mit der Hilfsfunktion
— 1 T 1 .
E(x) = E(AX b'A “(Ax b:

Da auch A ! positiv de nit ist, gilt E(x) > 0. Somit ist E(x) genaudann minimal, wenn
gilt Ax b= 0.
Die Beretinung von E (x) ergibt unter Verwendungvon AT = A

E(x) = F(x) + %bTA b
Darausfolgt, dassk (x) und F(x) an derselken Stelle minimal sind, d.h.
F(x)= Min. , AXx b= 0

Die Richtung desstarksten Abstiegseiner Funktion ist durch ihren negativen Gradienten
gegelen. Fur F qilt:
r F(x) = Ax b:

Es besteh alsodie Aufgabe, jenenPunkt zu suden, in dem der Gradiert verst&windet.
Gegelen ist eine symetrisde, positv de nite n n Matrix A. Gesudit ist die Loesung
x deslinearen GleichungssystemsAx = b Es lasst sich folgender Algorithmus fur das
CG-Verfahrenangeten:
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1. Startpunkt xo 2 R" (beliebig)do = g = (Axe b). Fallsgy = 0, kann abgebro-
chen werden, Xq ist dann die Lesung.

2. Furk=0:1;::::n 1 werdennadeinanderberednet:

.
@ «= g
(b) Xks1 = X+ (O mit fXg1 2 Xo + Ugsa (dos 2225 0k)g

(€©) Oks1 = Gkt KAdg mit foe+1 ? doiii;de; Oker 62Uk+1 (do; i dk)g Gilt zu
vorgegelenen” > 0 jjok+1jj1 < ", kann dann abgebrahen werden mit Xy.1

als Losung.
— g[+1 Ady

(€) ds1 =  Oer + kO mit fderr ? Ady; disr 6241 (do; 2215 dk)g
Vorteile desVerfahrenssind:
leichte Vektorisierbarkeit und Parallelisierbarkeit, sovie

rasde Konvergenz.Diesewird aber mit einemgre eren Rechenaufwand pro Sdritt
erkauft.

Nadteil desVerfahrensist die gro e Emp ndlic hkeit gegenRundungsfehler.Fur hedste
Qualitat, emp ehlt Stam jedoch diesesVerfahren. Zur Implementation kann das C++
Template von [1] berutzt werden.



Anhang C
Glossar

Alphak anal Im Alphakanal werden bei verstiiedenenBildformaten (z.B. PNG, PSD

CFD

CFL

oder TIFF) Transparenzinformationerzusatzlich zu den eigerlichen Bilddaten ge-
speichert. In der Regelwird hierfur ein zusatzlichesByte pro Pixel verwendet, dessen
Wert die Durchlassigleit desBildes gegember dem Hintergrund besdireibt.

Die CFD (computational uid dynamics) beinhaltet Verfahren zur numerisdien
Beretinung stromenderMedien.

Bedingungen Die Courant-Friedrichs-Levy Bedingungensind wichtige Stabiliteats-
bedigungenin der numerisdien Simulation. Siebegrenzerdie Greo e einesZeitsdrit-

tes twahrendder Simulation. Die CFL Bedingungenhangenvon demverwendeten
physikalischen Systemzur Modellierung der Simulation und den benutzten Diskre-
tisierungsmethalen ab. Im konkreten Fall der Fluid Simulation bedeutetdas, dass
kein Partik el desFluids in der Zeit t mehr als eine Gitterw eite h zurucklegendarf.
Es muss also geltenjuj t < h. Hierdurch wird eine Simulation langsam.Der im

StableFluids Algorithmus verwendetesemi-Lagrange Ansatz ist nicht von den CFL

Bedingungenabhangigund erlaubt damit gro e Sdritt weiten die fur einesdinellere
Simulation sorgen.

Di usion Diusion ist der Medhanismnus, mittels dessersich mikroskopisde Partikel in

Flussigleiten oder Gasenfrei oder durch (semi)permeableBarrieren hindurch aus-
breiten. Grundlage der Di usion ist die Brownsde Molekularbewegung.Die Di u-
sionist eine Raumliche Verteilung ohne Ein uss von Stremungen.

Div ergenz Die AnwendungdesNabla-Operatorsr auf ein Vektorfeld f ergibt mber das

Slkalarprodukt r f ein skalaresFeld, dasin jedem Punkt desRaumesangibt, ob
dort Feldlinien ertstehen oder versdwinden. Am Ort einer positiven Punktladung
ware die Divergenzdes elektrischen Feldes beispielsveise gre er als Null, da an
diesemPunkt Feldlinien ertstehen. Punkte mit positiver DivergenzwerdenQuellen
genanr, Punkte mit negativer DivergenzdagegenSenlen.

Fluid Ein Fluid ist ein Material, das Scherkraften nicht widerstehenkann.
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Gradien t Ein Feld, demeineskalare Funktion f zugrundeliegt, ordnet jedemPunkt des
De nitionsraumes von f eine Zahl zu. Ein Beispiel fur ein soldesskalaresFeld im
dreidimensionalenRaum ware die Temperatur, die Dichte, oder das Potertial, die
an jedem Ort durch eine Zahl (plus Einheit) bestirieben werden kennen. Die An-
wendungdesNabla-Operatorsr auff ergibt ein Vektorfeld, das Gradiert genann
wird. Der Gradient zeigt an jedem Punkt des Raumesin die Richtung des stark-
sten Anstiegs, sein Betrag gibt die Steigungin dieseRichtung an. Ist das skalare
Feld ein Potential, sogibt der negative Gradient desFeldesdaszugelorige Kraftfeld
an. Ansdhaulich Kklar ist dasim Fall desGravitationsfeldes: Ein Korper fallt in die
Richtung, in der die Anderung seinesPotentiales maximal ist.

laminare Strromung Die laminare Stromung ist die Bewegungvon Flussigleiten und
Gasen,bei der keine Turbulenzen (Verwirbelungen) auftreten. Bei der laminaren
Stremung verhalt sich der Fliesswiderstandproportional zur Stromungsgesawin-
digkeit.

Rotation Nebendem Skalarprodukt kennenzwei Vektoren aud uber dasKreuzprodukt
miteinander verkneipft werden.Bildet manr  f erhalt man eine Vektorfunktion,
die Rotation genann wird und die die Wirb el von f charakterisiert.

Semaphore Semaphorerdienender Syndironisation von ProzessenJedeeinzelneSema-
phore besitzt Speicherplatz fur einennicht-negativen Ganzzahlvert. Das besondere
an diesenStrukturen ist, dasssie zum Blockieren und Freigeben von Prozesserbe-
nutzt werden kennen.Das heit, ein Proze kann einenbestimnten Wert in eine
Semaphoresdreiben und dann seine Weiteraustihrung solangeunterbrechen, bis
ein erwarteter andererWert in der Semaphoresteh.

Thread Eine Instanz der Ausfuhrung eines Programmes,aber mit etwas weniger Ge-
wicht als ein Proze , da zu einemProze mehrereThreadsgelsren kennen,die alle
RessourcerdesProzessegemeinsamutzen.

turbulen te Strromung Die turbulente Stromung ist die Bewegung von Flussigleiten
und Gasen, bei der Turbulenzen (Verwirbelungen) auftreten. Bei der turbulen-
ten Stromung verhalt sich der Fliesswiderstand proportional zum Quadrat der
Stromungsgesiowindigkeit.

Visk ositat Die Viskositat gibt die Zahigkeit von Flussigleiten und Gasenan. Bewegt sich
ein fester Korper mit der Gestwindigkeit v durch eine ruhende Flussigleit, dann
ist im Allgemeinenzur Aufrechterhaltung der Bewegungeine Kraft F erforderlich,
die von der Gro e und Form desKeorpersund einer Eigenstaft der Flussigleit, der
dynamisden Viskositat, , abhangt.



Anhang D
Abbildungen

Abbildung D.1: Feuersinulation (30x30x10)
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Abbildung D.2: Visualisierungdurch Partikeln (30x15x10)

Abbildung D.3: Beispiel fur 2D-Raud (70x50x3)



Abbildung D.4: Animation einer Quelle (24x30x10)

Abbildung D.5: VerdampfendesICG Logos(120x120x3)
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Abbildung D.6: Feuermit Alphakanal (30x30x10)

Abbildung D.7: Raudverteilung in einer komplexenSzeng(35x35x35)



Abbildung D.8: Visualisierungdurch Stremungslinien (25x25x25)
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Thesen

1.

Die realitatsnahe Simulation von Feuerund Raud ist immer noch einegro e Her-
ausforderungin der Computergraphik.

. Bei der Simulation von Raud handelt essich um eine Stromungssinulation. Exakte

Stremungssinulation ist sehraufwandig und kann seltenauf einemStandard-PCin
Echtzeit erfolgen.

. Der StableFluids Algorithmus basiert auf den, in der Stromungsmebanik berutz-

ten, Navier-StokesGleichungen.Der Algorithmus erlaubt die Verwendungeinesgro-
ben Diskretisierungsgittersund relativ gro e Zeitschritte ohnedasder Algorithmus
instabil wird. Hierdurch wird eine Stromungssinulation in Echtzeit meglich.

. Fur die vollstandige analytische Losungder Navier-StokesGleichungen, existieren

noch keine Verfahren. Daher erfolgt die Lesungdurch Approximation mittels der
Finite Di erenzen Methode.

. In dieser Diplomarbeit wurde ein Animationssystem, basierend auf dem Stable

Fluids Algorithmus, entworfen und implemertiert. Mit dem SystemDusty kennen
in Echtzeit die drei-dimensionalenNavier-StokesGleichungen auf einem Standard-
PC gelest werden. In das Simulationsgebiet konnen beliebig viele Hindernisseein-
getigt werden, die realitatsnah den Stromungs\erlauf beein ussen.

. Zum Erstellen und Animieren von Szenenwurde in Dusty ein Skriptsystem in-

tegriert. Hierzu wurde die Skriptsprache LUA verwendet, die um eigeneDusty
spezi sche Befehleerweitert wurde. Mit diesemBefehlssatzkennen sdinell Szenen
erstellt und animiert werden.

. Ein Volumenrenderingerfolgt durch OpenGL. Die Ergebnissefur Feuere ekte sind

mittels Alphakanal fur kleine Filme ekte nutzbar. In komplexen Szenenkann die
Ausbreitung von Raud verfolgt werden. Das Stromungsfeldkann durch ein Parti-
kelsystemund Stromlinien visualisiert werden.
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